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Fiche 49 : Fonctions dérivables.

Exercice 1

f est définie par :

f











f(x) = 0 si x < 0

f(x) = sin(x)3 si 0 ≤ x ≤ π
2

f(x) = 1 si x > π
2

Déterminer le plus grand entier n tel que f soit de classe Cn sur R.

Exercice 2

On considère la fonction

f

{

f(x) = 0 si x ≤ 0

f(x) = 1

exp( 1
x
)
si x > 0

1. Montrer par récurrence que pour tout n ∈ N, il existe un polynôme réel Pn tel que pour x > 0 :

f (n)(x) =
Pn

(

1
x

)

exp
(

1
x

)

2. En déduire que f est C∞ sur R.

Exercice 3

Soit f : R∗ −→ R définie par f(x) = x2 sin
1

x
.

Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On note encore f la fonction prolongée.
Montrer que f est dérivable sur R mais que f ′ n’est pas continue en 0.

Exercice 4

Soit le polynôme P (X) = X3 − 2X2 − 1.

1. Montrer que P admet une unique racine réelle α. Calculer [α].

2. Prouver que α = 2 + 1
α2

On introduit alors la fonction f définie par f(x) = 2 + 1
x2 et la suite (un)n∈N définie par u0 = [α] et pour tout n ∈ N :

un+1 = f(un)

3. Montrer que pour tout n ∈ N : un > 2

4. Prouver que pour tout x > 2 : |f ′(x)| < 1
4 .

5. En déduire que (un)n∈N converge vers α.

Exercice 5

Soit f, g : [a, b] → R deux fonctions continues sur [a, b] (a < b) et dérivables sur ]a, b[. On suppose que g′(x) 6= 0 pour
tout x ∈]a, b[.
(a) Montrer que g(x) 6= g(a) pour tout x ∈]a, b].
(b) Posons p = f(b)−f(a)

g(b)−g(a) et h(x) = f(x)− pg(x) pour x ∈ [a, b].

En appliquant le théorème de Rolle, montrer qu’il existe c ∈]a, b[ tel que
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)

(c) On suppose que limx→a+
f ′(x)
g′(x) = l ∈ R alors

lim
x→a+

f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
= l

(d) En déduire la limite :

lim
x→1−

arccos(x)√
1− x2


