PSI Chapitre 04 Intégration sur un intervalle quelconque 1

1 Fonctions continues par morceaux

Definition 1.1 Subdivision d’un segment

On appelle subdivision d’un segment [a, b] toute suite finie o = (xg, x1,...,z,) de réels telle que
a=r9g<rT1<...<x, =0

Definition 1.2

Soit f:[a,b] = K (a < b).

On dit qu'une fonction f est continue par morceaux sur un segment |a, b] s'il existe une
subdivision o = (zg, z1,...,x,) du segment [a, b] telle que :

VEk € [0,n — 1] f est continue sur |xy, zx11[ et admet une limite finie a droite en xy, et
une limite finie a gauche en xy .

Une telle subdivision o est dite adaptée a f (elle n’est pas unique).

Exemple 1.1
1.

2. Toute fonction en escalier sur un segment [a, b] est continue par morceaux sur ce segment.
3. Toute fonction continue sur un segment |a, b] est continue par morceaux sur ce segment.
Remarque 1.1 Subdivision adaptée a deuz fonctions continues par morceaux
1. Soit f : [a,b] = K (a < b) une fonction continue par morceaux, et soit ¢ = (zx)ock<n Une
subdivision de [a, b] adaptée a f.

Si on ajoute un point a la subdivision o, alors on obtient encore une subdivision adaptée a f.

2. Sif:[a,b] - Ketg:[a, b - K sont deux fonctions continues par morceaux, alors il existe
une subdivision adaptée a la fois a f et a g.
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Proposition 1.1 Propriétés algébriques

1. Si f:[a,b] > Ketg:|a,b — K sont deux fonctions continues par morceaux et si A € K,
alors f 4+ g, Af, fg et |f| sont continues par morceaux.

2. On note CM([a,b], K) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a, b].
CM([a,b],K) est un K-espace vectoriel stable par produit.

3. Si f:[a,b] — K est une fonction continue par morceaux, alors f est bornée sur [a, b].

Definition 1.3 Fonction continue par morceaux sur un intervalle

Soit f: I — K une fonction définie sur un intervalle [.
On dit que f est continue par morceaux sur I lorsque, pour tout segment [a,b] inclus dans I, la
restriction de f a [a, b] est continue par morceaux sur [a, b].

Exemple 1.2

1. La fonction partie entiere est continue par morceaux sur R.

2. Toute fonction continue sur un intervalle I est continue par morceaux sur I.

1.1 Intégrale sur un segment d’une fonction continue par morceaux

Proposition 1.2 Definition 1.4 Intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment

Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux.
Soit 0 = (x))o<k<n une subdivision de [a, b] adaptée a f.
Pour tout & de [0, — 1], fiz, e, € Prolonge en une fonction continue fi sur x4, Ty41).

n—1 Thy1
Alors, le nombre Z / fr est indépendant du choix de la subdivision adaptée a f.
k=0 v Tk

b b n—1 Th+1
On Iappelle intégrale de f sur [a,b] et on le note / f ou encore I / f= Z / fr
a a k=0 Y Tk

[a,b]

Exemple 1.3

1. Intégrale d’une fonction en escalier sur un segment [a, b].

2. Si f:[a,b] = R est continue sur [a, b], alors f est continue par morceaux et son intégrale
en tant que fonction continue par morceaux est égale a son intégrale en tant que fonction
continue.

1 1
3. Valeur de l'intégrale sur {5’ 11 de la fonction f : ¢t — bJ

Remarque 1.2 Fonction a valeurs complexes

Soit f : [a,b] — C.
f est continue par morceaux sur [a, b] si et seulement si les fonctions réelles Re(f) et Im(f) sont

b b b
continues par morceaux sur [a, b], et, dans ce cas, / f= / Re(f) —i—i/ Im(f).
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Definition 1.5

Soit f : I — K une fonction continue par morceaux sur un intervalle I.
b

Soit (a,b) € I?, on définit / f(t)dt de la fagon suivante :
b ‘o
e Sia<b, / ft)dt = / f (au sens précédent).
a b a
e Sia =0, on pose / f(t)dt =

b a
e Sia > b, on pose / f(t)dt = —/ f (au sens précédent).
a b

1.2 Propriétés de l’intégrale sur un segment d’une fonction continue

par morceaux

On conserve la quasi totalité des propriétés de l'intégrale sur un segment d’une fonction continue.

Proposition 1.3 Propriétés usuelles

Soient f et g deux éléments de CM(I,K) et (a,b) € I°.
1. Relation de Chasles (additivité par rapport a lintervalle) :

Veel, /f t)dt = /f dt+/f

2. Linéarité (par rapport a la fonction) :

b b b
VA e K, / (/\f(t)+g(t))dt:/\/ f(t)dt+/ g(t)dt

3. Positivité : ,
Si f > 0sur [a,b] (a <b), alors/ f=0

4. Croissance de l’intégrale :

Si f < gsur[a,b] (a <b), alors /bf(t)dt < /bg(t)dt.

5. Inégalité triangulaire et de la moyenne :

/abf </ab|f| (b= ) Supl .

/abf(t)dt’ - '—/b F(£)dt

6. Stricte positivité :

e Sia < balors

e Sia > b alors

< / F()atlat.

/ fa) < Suplf| / 9l

Si f > 0 sur [a,b], (a < b), non nulle en un point ou elle est continue, alors / f(t)dt > 0.

Attention, si f est continue par morceaux positive sur [a, b] avec / f(t)dt =0, on n’a plus

f nulle sur [a, b].

b b
. Si f et g coincident sur I sauf en un nombre fini de points alors / f(t)dt = / g(t)dt.
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2 Intégrales généralisées sur [a, +00]

Soit a un réel.

Definition 2.1

Soit f une fonction a valeurs complexes continue par morceaux sur |a, +00[.

L’intégrale o f(t)dt est dite convergente lorsque / ’ f(t)dt a une limite finie lorsque x tend
vers +00. ¢ ¢

+00 +o0
Si tel est le cas, on note alors f(t)dt ou f cette limite, sinon on dit que l'intégrale est
divergente. ! ‘

Exemple 2.1 Exemples de référence

+o0o
e [’intégrale de Riemann / t—adt converge si et seulement si o > 1.
1

+oo
e Pour a € R, l'intégrale / e~ dt converge si et seulement si o > 0.
a

Proposition 2.1 Cas d’une fonction positive

+o0
Si f est continue par morceaux sur |a, +00[ et a valeurs positives, alors / f(t)dt converge si et
a

seulement si la fonction x +— / f(t)dt est majorée.

Proposition 2.2 Comparaison 0 < f < g

Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux sur [a, +oo[ telles que 0 < f < g, la conver-

+o0 +oo
gence de / g entraine celle de f.
Exemple 2.2
+oo e +oo 1
/1 e " dt et /1 mdt convergent.

400 1 +00 1
/ ——dt et / ——dt divergent.
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3 Intégration sur un intervalle quelconque

Dans cette partie, f est une fonction d’une variable réelle a valeurs réelles ou complexes.

3.1 Définitions et calculs
Definition 3.1 Convergence
Soit (a,b) € E2, —o<a<b< +oo.

b
e Si f est continue par morceaux sur [a, b[, I'intégrale / f est dite convergente (en b) lorsque

la fonction x +— / f(t)dt admet une limite finie a gauche en b.

Si c’est le cas, on pose :

/abf(t)dt = lim / Ft)dt

b
Sinon / f est dite divergente en b.
a

b
e Si f est continue par morceaux sur |a,b], I'intégrale / f(t)dt est dite convergente (en a)

b
lorsque la fonction x —» / f(t)dt admet une limite finie & droite en a.

Si c’est le cas, on note :

/abf - /:f(t)dt:mlg?+ /:f(t)dt

Sinon l'intégrale est dite divergente en a.

b
e Si f est continue par morceaux sur |a, b], l'intégrale / f est dite convergente en a et en b
a

c b
lorsque pour ¢ fixé dans ]a, b[ les deux intégrales / f(t)dt et / f(t)dt sont convergentes

(resp. en a et en b.)
Si c’est le cas, on note :

/bf:/bf(t)dt:/cf(t)dt+/bf(t)dt: lim Cf(t)dt+ lim yf(t)dt

z—at J, y—=b= J,.

Sinon l'intégrale est dite divergente.

FEtudier la nature d’une intégrale /f c’est étudier si f € CM(I,K) et si cette intégrale est
I

convergente ou divergente.
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Proposition 3.1
b
Si f est continue par morceaux sur [a, b et & valeurs positives alors / f(t)dt converge si, et seule-
a
x
ment si la fonction z — / f(t)dt est majorée sur [a, b.
a

Adaptation au cas f € CM(]a, b, K).

Corollaire 3.2

Soit f et g deux fonctions conrtinues par morceaux et positives sur [a, b|.

b b
Si0< f<gsura,bf et si / g(t)dt converge alors / f(t)dt converge.

On a le méme résultat avec ]L(lz, b] ou ]a, b].

Proposition 3.3 Calcul avec une primitive

b
Si f est continue sur ]a,b| et si F' est une primitive de f sur |a, b[ alors, / f(t)dt converge si et
a

seulement si ' admet une limite finie en a et une limite finie en b.

Si c’est le cas, on notera :

/ )t = (P = lim F — lim F

Exemple 3.1

+o0o
L’intégrale /

—00

mdt converge et vaut 7.

Remarque 3.1 Cas d'une fonction continue par morceaux sur un segment

Si f est continue par morceaux sur le segment [a, b] alors les définitions précédentes sont cohérentes
avec la définition donnée dans la premiere partie :

lbf(t)dt247b1f=47b[f=/]mb[f

Remarque 3.2 Cas d’une fonction continue par morceaux sur |a,b| prolongeable en a

b
Si f est continue par morceaux sur |a, b| et prolongeable par continuité en a, 'intégrale / f(t)de

converge et est dite faussement impropre en a.

De méme pour f continue par morceaux sur [a, b et prolongeable par continuité en b.
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Exemple 3.2 Exemples de référence

1
o/ In(t)dt converge.
0

e [intégrale de Riemann / t—adt converge si, et seulement si o < 1.

3.2 Propriétés de I'intégrale généralisée
Proposition 3.4 Premieres propriétés

On note f et g deux fonctions continues par morceaux sur un intervalle I.

Si / f et / g convergent alors :
I I

o V(a, ) € C?, /(af + Bg) converge et on a :

I
/I(ozf+ﬂg) :a/1f+5/19 linéarité

e si f positive sur [ alors / f =0 positivité.
I

e Si f < gsur [ alors

/ f < / g croissance
I I

b c b
/f(t)dt:/ f(t)dt—l—/ f(t)dt relation de Chasles

e Si (a,b,c) € I alors

Proposition 3.5 Intégration par parties

Soient f et g deux fonctions de classe C' & valeurs dans K.

Si le produit fg admet une limite finie en a et une limite finie en b

alors les intégrales / f()g(t)dt et / f(t)g'(t)dt sont de méme nature.

Et en cas de convergence on a :

/abfm — [t /f dt—hmfg—hmfg/f
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Remarque 3.3

Lorsque le produit fg admet une limite infinie en a et/ou en b, on pourra faire une intégration par
parties sur un segment [x,y] Cla,b[ suivi d’'un passage a la limite quand z tend vers a et quand
y tend vers b. Apres étude d’une ou plusieurs formes indéterminées, on pourra parfois obtenir un
résultat intéressant.

Exemple 3.3

+oo 1 In(t
Convergence et calcul de : / te~tdt et / n(t)
0 o (1+1)?

Proposition 3.6 Changement de variable

e Si ¢ :Ja, B[—]a, b est une bijection strictement croissante de classe C, et si f est continue sur
la, b[ alors

B b
/ ¢ (u) f o p(u)du et / f(t)dt sont de méme nature.

Et en cas de convergence : /bf(t)dt = /5 ' (u)(f o) (u)du

e Si ¢ :Ja, B[—]a, b] est une bijection strictement décroissante de classe C, et si f est continue sur
|a, b[ alors

B b
/ ¢ (u) f o p(u)du et / f(t)dt sont de méme nature.

b B
Et en cas de convergence : / f(t)dt = —/ O'(u)(f o) (u)du

Exemple 3.4
'n(x)
o VT

e Pour a et b deux réels tels que a < b, les intégrales

dzx.

e Convergence et calcul de

b 1 b 1 . .
———dx et — —dt convergent si, et seulement si o < 1.
a ((L’ - a)a a (b - x)a

4 Intégrales absolument convergentes et fonctions intégrables

Dans toute cette partie f désigne une fonction a valeurs réelles ou complexes et I un intervalle de R.
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Definition 4.1 Intégrale absolument convergente

Si f est continue par morceaux sur 7, on dit que l'intégrale / f est absolument convergente lorsque
I

'intégrale / | f(t)|dt est convergente.
I

Proposition 4.1 Inégalité triangulaire

Si 'intégrale / f(t)dt est absolument convergente alors 'intégrale / f(t)dt est convergente et
I I

dans ce cas, on a :

/If(t)dt' < /Ilf(t)]dt

Definition 4.2 Fonction intégrable sur un intervalle

Une fonction est dite intégrable sur 'intervalle [ si elle est continue par morceaux sur [ et si son
intégrale sur I est absolument convergente.

Lorsque I = [a,b] on dira aussi que f est intégrable en b et si I =|a, b] on dira que f est intégrable
en a.

Proposition 4.2 Stricte positivité

Si f est continue, intégrable et positive sur I et si / f =0 alors f est identiquement nulle sur /.
I

Proposition 4.3

L’ensemble L'(I,K) des fonctions intégrables sur I & valeurs dans K est un K-espace vectoriel.

Exemple 4.1 Fonctions de référence

e La fonction ¢ — In(t) est intégrable en 0.

e La fonction ¢ — e~ est intégrable en +o0o SSI o > 0.

1
e La fonction t — o est intégrable en +o0o SSI o > 1, et est intégrable en 0T SSI a < 1.
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Proposition 4.4 Théoreme de comparaison

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a, +oo[, avec a € R.

e Si f(t) e O(g(t)), alors I'intégrabilité de g en +oo implique celle de f.

Et donc si f n’est pas intégrable en +o00 alors g non plus.

Meéme résultat si f(t) = o(g(t)).

e Si f(t) ~ g(t) alors I'intégrabilité de f en +oo est équivalente a celle de g.

t—+o0

On adapte ce résultat lorsque I est ]a,b] ou [a, b ou |a, b] avec I'intégrabilité en a et/ou en b.

Exemple 4.2

cos(t) — 1

e Montrer que la fonction ¢ +— 2 est intégrable sur ]0, +o00[. En déduire que l'intégrale

oo gint
——dt converge.
0 t

sint
e Montrer que la fonction t — — n’est pas intégrable sur [r, +-00].

Remarque 4.1 Reégle de t“f(t) (a redémontrer sur chaque exemple)

Soit f : [a, +oo[— K continue par morceaux.

e Si f(t) — 0 trés rapidement, on peut penser a regarder si t*f(t) — 0 pour un certain
t——+o00 t——+o0

1
a > 1, car alors f(t) =0 (t_a> et on peut conclure a U'intégrabilité de f sur [a, +oo].

1
e Si f(t) By 0 lentement, on peut penser a regarder si tf(t) — +oo, alors — = o(|f(t)])

et on peut conclure que f n’est pas intégrable sur [a, +ool.

Exemple 4.3
et In(¢)

241 t+1

Etude de l'intégrabilité en +oo de ¢ —

Remarque 4.2
e La fonction ¢ — f(t) est intégrable en a* SSI la fonction = — f(a + x) est intégrable en 07,

e La fonction ¢ — f(t) est intégrable en b~ SSI la fonction z — f(b— z) est intégrable en 07.



