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1 Algébre

1.1 Sous-espaces vectoriels & applications linéaires

1. RMS 2014 903a Centrale PSI
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u € L(E).
Montrer que dim(Ker u) < dim(Ker v?) < 2dim(Keru). (On pourra utiliser I'endomorphisme induit par u sur Im(u).)
SoLuTION. — Comme Keru C Keru?, on a dim(Keru) < dim(Keru?). Montrons que dim(Keru?) — dim(Keru) <
dim(Ker u).
Par théoréme du rang, dim(Keru?) — dim(Keru) = rg(u) — rg(u?). L’endomorphisme 4 indut par u sur Im(u) est bien
défini car le sous-espace vectoriel Im(u) est stable par u. Or Ker @ = Ker u N Imu et Im @ = Imu?, d’ot1 par théoréme du
rang appliqué a i, rg(u) — rg(u?) = dim(Keru N Imwu). On a donc rg(u) — rg(u?) < dim(Ker u), et le résultat.

2. RMS 132 1126 CCINP PSI 2021
Soient F un espace vectoriel de dimension 4 et u un endomorphisme de E. Montrer que :

0 010
. 9 . , , 0 0 0 1
(a) sirg(u) =2 et u* =0, alors Ker(u) = Im(u) et il existe une base dans laquelle u est représenté par 00 0 ol
0 0 0 O
01 0 0
. . ) o o 0010
(b) sirg(u) =3 et u* =0, alors Ker(u®) = Im(u®) et il existe une base dans laquelle u est représenté par 00 0 1
0 0 00

SOLUTION. —

(a) De u? = 0, on déduit que Im(u) C Ker(u). Et ils ont la méme dimension car dim Ker(u) = 4 —2 d’aprés le théoréme du
rang. Soit (e1, e2) une base de Ker(u). Comme Ker(u) = Im(u), il existe (e3, e4) € E? tel que u(ez) = ey et u(es) = es.
La famille (eq, eq, €3, e4) est libre car

arer + aseg + ages +ageqy =0  — age; + ages = O en appliquant u
= a3 =ay =0 car (e, es) est libre

= e +ases =0g
N

0112062:0.



Cette famille libre est de cardinal 4, c’est donc une base. De plus, la matrice représentant u dans cette base est de la
forme voulue.

(b) Montrons que u? = 0 est absurde : si u? = 0, alors Im(u) C Ker(u), d’ott 3 = rg(u) < dim Ker(u), ce qui est absurde
car rg(u) 4+ dim Ker(u) = dim E' = 4 d’apreés le théoréme du rang.
Montrons ensuite que u® = 0 est absurde : de u? # 0, on déduit qu’il existe un vecteur x tel que u?(x) # 0. On
vérifie que la famille (u?(z),u(z),z) est libre car u® = 0. 1l suffit alors d'un vecteur y pour compléter la famille libre
(u?(x),u(z)) en une base (y,u?(z),u(z)) de Im(u) car 3 = rg(u). On vérifie que (y,u?(x),u(z), z) est alors une famille
libre et donc une base de F car son cardinal est égal & la dimension de E. Et la matrice de u dans cette base est de

a 0 0 O
b 01 0 o - 5 L

la forme N = c o0 o0 1l De 3 = rg(u), on déduit que 3 = rg(N), d’ot a # 0. Et, de v® = 0, on déduit que
00 0 O

N3 =0, d’ot1 a® = 0. C’est absurde.
Pour finir, de u3 # 0, on déduit qu’il existe un vecteur x tel que u3(x) # 0. On vérifie que la famille (u?(z), u?(z), u(x), )
est libre car u* = 0. C’est donc une base de E car son cardinal est égal & la dimension de E. Dans cette base, la

01 00 0 01 0
. , . 100 1 0 4 snoa2 |0 0 0 1
matrice M représentant u a la forme voulue : M = 00 o0 1|y = 0. D’ou M* = 00 0 0 est la
00 0 0 0 00 O
2

matrice représentant u?. On en déduit que Ker(u?) = Im(u
3. RMS 2012 275 X ESPCI PC, RMS 2013 305 X ESPCI PC, RMS 2013 869 Centrale PC
Soient A et B dans M, (R) et &: M € M, (R) — AM B. Calculer la trace de ®.

SOLUTION. —
Pour 1 < 4,5 < n,solent F; j = (0,:0,¢)1<k, e<n les matrices élémentaires. On calcule le terme (4, j) de la matrice ®(E; ;) :
il vaut 2221 Z;Zl ai,kék)i(sj"gb(,j = am'bj’j. Par suite

tr® = Z [@(Ei,j)]i’j: Z ai,ibj,j:<zai’i> me— = tr(A) tr(B).
i=1 j=1

1<i,j<n 1<i,j<n

4. RMS 2007 768 Centrale PSI
Soient E un K—espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On suppose que £ = F' & G et on note p le
projecteur sur F' parallélement & G et ¢ = idg — p. Soit f € L(FE). Montrer que F est stable par f si et seulement si
qgofop=0.
SOLUTION. — On suppose que F' est stable par f. Soit x = y + z € E avec (y,z) € F x G. Alors, par définition des
projecteurs p et q :
(a0 fop)(@) = (a0 f)ly) = a( () =0,
~—~—
€F
Réciproquement, on suppose que go fop = 0. Soit y € F. Alors y = p(y), donc ¢(f(y)) = (¢o fop)(y) = 0, ce qui montre
que f(y) est dans le noyau de ¢, a savoir F.
5. RMS 2016 969 CCP PC & RMS 2010 814 Centrale PSI
Soit S: CO(R,R) — C°(R, R) I'application qui a f associe S(f): x> % ;:1 f(t)dt.
(a) Montrer que, si S(f) =0, alors f est périodique.
(b) L’application S est-elle injective ? surjective ?
(c) Soit n > 2. Montrer que S induit un endomorphisme sur R,,[X], noté s.
(

d) L'endomorphisme s est-il bijectif ? diagonalisable 7

SOLUTION. —

(a) Comme f est continue, elle posséde une primitive F : x — [ f(t)dt et S(f) : @ — $F(x 4+ 1) — $F(z — 1) est C*.
De plus S(f)'(z) = 3F'(x+1) — 3 F'(x — 1) = 5 [f(x + 1) — f(z — 1)] pour tout = € R. Si S(f) = 0, alors la fonction
S(f) est constante, d’ou sa dérivée est nulle, donc f(x + 1) = f(x — 1) pour tout = € R. Donc f est 2—périodique.

(b) On cherche deux contre-exemples. La fonction S n’est pas injective car la fonction ¢ — sin(7t) (continue et non nulle)
appartient & son noyau et elle n’est pas surjective car x — |x| est continue mais pas C!, donc elle n’appartient pas &

I’image.



k

(c) La fonction S est linéaire et pour fi(z) = 2" on trouve :

SO = 5

k+1
! ! k 1—i1 i
m[(gg+1)k+ _(x—1)k+}:212< +1) [1— (—1)FH1=] i = gk 4 ..

(k+1) — )

On en déduit que S(fi) est un polynome de degré < k. Par linéarité S induit bien un endomorphisme de R, [X].

(d) Le calcul fait en (c¢) donne que, dans la base canonique B = (fo, -+ , fn) de R,[X], la matrice de s est triangulaire
supérieure avec une diagonale de 1. On voit que det s = 1 et on en déduit que s est bijectif.
L’endomorphisme s n’est pas diagonalisable car (par ’absurde), n’ayant que la valeur propre 1, il serait alors égal a
idg, [x]; or s(X?) = X2+ & # X2
AUTRE METHODE : Comme s est un endomorphisme de R,,[X] qui est de dimension finie, son injectivité donnera sa
bijectivité. Or si f € Kers, alors : Ve € R, f(z+1) — f(x — 1) = 0 et le polynéme P = f — f(0) admet une infinité
de racines, les réels 2n, n € N. Ce polynome est donc nul, donc f est constant et s(f) = 0 donne alors f = 0.

6. RMS 2006 1043 CCP PSI
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f,g € L(F). Montrer que Im f + Kerg = F <= Im(go f) =Img.
SOLUTION. — On suppose que Im f + Ker g = E. L’inclusion Im(g o f) C Im g étant toujours vraie, il suffit de démontrer
que Img C Im(g o f). Soit y € Img. Il existe = € E tel que y = g(x). Par hypotheése, il existe (z1,22) € Im f + Ker g tel
que z = 1 + x2 et, comme z; € Im f, il existe z3 € F tel que 1 = f(x3). Alors y = g(z) = g(f(z3) + z2) = g(f(x3)),
puisque x5 € Ker g), ce qui prouve que y € Im(g o f).
Réciproquement, on suppose que Im(go f) = Img. Soit = € E. Alors g(z) € Im(go f) par hypothése, donc il existe y € F
tel que g(x) = g(f(y)), ou encore g(z — f(y)) = 0. On vient de montrer que z := z — f(y) € Kerg, et I’égalité z = f(y)+2
prouve que Im f 4+ Kerg = FE.
7. RMS 2014 639 Mines Ponts PSI
Soient E un K—espace vectoriel de dimension finie et soit f € £(E). Montrer que f2 = 0 si, et seulement si, il existe g € L(E)
tel que fog=fetgo f=0.
SOLUTION. — On remarque classiquement que f? =0 <= Im f C Ker f.
e Dans le sens <= : f2 = fo(go f)og=0.
e Dans l'autre sens : soit G un supplémentaire de Ker f et g la projection sur G parallélement & Ker f. Tout vecteur
x € E s'écrit xg + 1, avec (xg,21) € Ker f X G. Alors f(z) = f(zo+x1) = f(z1) = f(g9(z)) et comme f(z) € Im f C
Ker f = Kerg, g(f(z)) = 0g.
8. RMS 2016 324 X ESPCI PC
Mots-clés : caractérisation des matrices non inversibles
Soit A € M,,(R). Montrer que det A = 0 si et seulement s'il existe B € M,,(R) non nulle telle que AB = BA =0.
SoruTioN. — Notons f I’endomorphisme canoniquement associé a A.
e La condition est suffisante (en fait AB = 0 suffit). En effet §’il existe B € M, (R) non nulle telle que AB = 0, alors
(en notant g ’endomorphisme de R™ canoniquement associé & B) {Ogn} # Img C Ker f donc Ker f # {0}. Cela
implique que f n’est pas bijective et que det A = det f = 0.
e Réciproquement, supposons que det A = 0. Si A = 0 alors toute matrice non nulle B convient.
Supposons maintenant que A est non nulle et non inversible. Les sous-espaces Im f et Ker f sont tous deux distincts
de {Ogn} et de R™. Soit (eq,...,e,) une base de Im f, que 'on compléte en une base e = (ey,...,e,) de R™. Soit
ensuite e} un vecteur non nul de Ker f. Un tel vecteur existe bien puisque Ker f # {Ogn }. Soit enfin g ’endomorphisme

de R™ défini sur la base e par :
(1) vie{l,...,r}, g(e;) =0rn
(2) Vie{r+1,....n}, gle;)) =¢}

L’application g n’est pas nulle puisque g(e,) = €} # Ogn, les formules (1) donnent Im f C Kerg donc go f =0 et les
formules (2) donnent Im g = Vect(e}) C Ker f donc fog = 0. Si on note B la matrice de g dans la base canonique
de R™, on a donc :
B#0 et BA=AB=0.
9. RMS 2024 303 X MP MPI
Soient p un projecteur et u un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension finie tels que p o u + u o p = u. Montrer
que tr(u) = 0.
SOLUTION. — De la relation pou 4+ uop = u, on déduit que tr(u) = 2tr(u o p). En composant avec p, la relation
donne : wop = pouop+uop? =pouop-+uop car p est un projecteur. D’oit pou op = 0 et, par suite,
0=tr(pouop)=tr(uop?) =tr(uop). Donc tr(u) = 0.



10.

11.

12.

RMS 2024 930 Mines Ponts PSI

Soient un espace vectoriel E, un endomorphisme u € L(F) et un sous-espace vectoriel F' stable par u. On suppose que u est
nilpotent et que £ = F + Im(u). Montrer que E = F.

SOLUTION. — Soit un vecteur g € E. De la relation £ = F 4 Im(u), on tire 'existence de (z1,y0) € E X F tel que
xo = u(x1) +yo. De méme, il existe (z2,y1) € E x F tel que 21 = u(x2) +y; et, par récurrence : pour tout p € N, il existe
(Tpt1,Yp) € EX F tel que z, = u(zp41)+yp. Toujours par récurrence, xo = yo+u(y1) +u?(y2)+- - +uP = (yp—1) +uP(z,)
pour tout p. En particulier, on peut choisir p tel que u? = 0 car I’endomorphisme wu est nilpotent. Alors zo = yo + u(y1) +
u?(y2) + -+ upfl(yp_l) est une somme de vecteurs de F' car les vecteurs g appartiennent & F' par construction et le
sev F' est stable par u. D’ou F C F, donc = F.

UPS 20240331

Mots-clés : commutant d’une matrice

Soient n € N*, M, |'espace vectoriel des matrices carrées a coefficients complexes et 7,, le sous-espace vectoriel des matrices
triangulaires supérieures. Pour toute matrice A € M,,, on pose f4 I'endomorphisme défini sur M,, par f4a(M) = AM — M A.

(a) On suppose que A € T,. Montrer que, pour toute matrice M € T,, la matrice f4(M) est triangulaire supérieure stricte.
En déduire que dim(7, NKer f4) > n.

(b) Soit une matrice quelconque A € M,,. Montrer que dim(Ker f4) > n.

SOLUTION. —

(a) Soit M une matrice triangulaire supérieure : pour tout j >, m;; = 0 et a;; = 0. Soit N = fa(M) =AM — MA : on
vérifie que n;; = Y 1 (aigmi; — mipag;) est nul si j > i ou j = .
De ce que fa(M) est triangulaire, on tire que le sev T, est stable par f4. On peut donc poser g ’endomorphisme
induit par fa sur 7, et lui appliquer le théoréme du rang : dimIm g 4+ dim Ker g = dim 7.

Or Kerg =T, NKer fs, dim 7T, = @ et Im g est un sev de I’ev des matrices triangulaires strictes. Ce dernier ayant

nzfn

, dimImg < #=

nzf'n,
2
Finalement, dim(7, N Ker f4) = dim 7,, — dimIm g > # — # > n.

(b) On se raméne au cas d’une matrice triangulaire. La matrice A est trigonalisable car a coefficients complexes : il existe
donc P € GL,(C) telle que P"*AP =T. Or M € Ker f4a <= P !MP € Ker fr. Ces deux noyaux ont donc méme
dimension car M — P~'MP est un isomorphisme.

Or, d’aprés la premiére question, dim(7, N Ker fr) > n. Et, par inclusion, dim Ker fr > dim(7, N Ker fr). Donc
dim(Ker f4) = dim(Ker fr) > n.

pour dimension

1.2 Réduction

RMS 132 1003 Centrale PSI 2021
Soit F' un sous-espace vectoriel de M, (K) tel que toute matrice non nulle de F' soit inversible.

(a) Ici K= C. Montrer que, si les matrices A et B sont inversibles, alors il existe o € C tel que «A — B n’est pas inversible.
Qu'en déduire sur la dimension de F'?

(b) Ici K = R. Examiner le cas ot n est impair. Donner un exemple ol la dimension de F' est 2. Montrer que, si n est pair,
alors dim F' < n.

SOLUTION. —

(a) La matrice A~!B posséde au moins une valeur propre a car K = C. Alors la matrice af,, — A~ B n’est pas inversible
et la matrice aA — B = A(al, — A7 B) ne I'est donc pas non plus. Donc dim F < 1.

(b) e Si n est impair, alors le polynome caractéristique de A~!B est de degré impair et posséde donc au moins une
racine réelle . On peut reconduire le raisonnement de la question précédente et conclure que dim F' < 1.

e Si n = 2, alors I’ensemble F' des matrices de la forme (2 “ ) est un sous-espace vectoriel de dimension 2 de

M, (R). Si (a,b) = (0,0), alors la matrice est nulle. Sinon, elle est inversible car son déterminant est a? + b? # 0.

e Sin est pair : soit p € N*. Si (Ay,---, A,) est une famille libre de matrices de F', alors, pour tout (aq,---,ap) #
(0,---,0), la matrice a1 41 + --- + a,A, n’est pas nulle. Elle est donc inversible par définition de F. Soit X
un vecteur non nul de M,,;(R). Le vecteur (a3 Ay + --- + o, A,)X n’est donc pas nul. Par suite, les p vecteurs
A1 X, -+, A, X sont linéairement indépendants. D’ott p < n. Donc dim F* < n.

13. RMS 2012 1319 CCP PC

Mots-clés : polynémes annulateurs
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € L(F). On suppose que f o f est un projecteur.
Montrer que f est diagonalisable si et seulement si f3 = f.



SoLuTION. — Comme (f o f)? = fo f, le polynéme X* — X2 = X?(X — 1)(X + 1) est annulateur de f, donc le spectre
de f est inclus dans {—1,0, 1}.
Si ’endomorphisme f est diagonalisable, il existe une base B de E telle que la matrice A de f sur B soit

diag(—1,...,-1,0,...,0,1,...,1).

Comme \* = \ pour tout A € {—1,0,1}, on en déduit que A3 = A, donc que f3 = f.
Réciproquement, si f2 = f, le polynome X® — X = X(X —1)(X +1) est annulateur de f, et comme il est scindé & racines
simples, f est diagonalisable.
14. RMS 2014 903b Centrale PSI
Mots-clés : polynémes annulateurs

11 0 0
. 0« 0 O
Soit M = 00 —i 0
00 0 —
(a) Déterminer le polyndme minimal de la matrice M.
(b) Montrer qu'il n’existe pas de matrice B € M4(R) semblable a3 M.
SOLUTION. —
(a) Comme (X — )% annule le premier bloc diagonal et (X + i) annule le second, le polynome (X — i)?(X + i) annule la
matrice M, donc le polynéme minimal 7, divise (X —i)?(X +1i). Or aucun des polynomes X —i, X +1, (X —i)? et
(X —i)(X +i) = X% + 1 n’annule M, donc mpr = (X —i)%(X +1).
(b) Supposons B € M4(R) semblable & M. Alors B et M ont les mémes polynomes annulateurs. En particulier, mp; =

(X —i)?(X +1i) = X® —iX%?+ X — i annule B, donc B® —iB?+ B —ily = B(B? + I) — i(B? + 1) = (0), et donc
B? + 1, = (0), i.e. X2+ 1 annule B. Or X? + 1 n’annule pas M, d’oil une contradiction.

15. A1 CCP MP 2018
Mots-clés : polynémes annulateurs
Soit une matrice M € M,,(C) telle que M? + MT —1,, = 0.

(a) Montrer que la matrice M est diagonalisable.

(b) Montrer que M est inversible si, et seulement si, 1 n'est pas une valeur propre de M.

SOLUTION. —

(a) De M? + MT — I, = 0, on déduit :
— en élevant M7 = I, — M? au carré que (M7T)? = I,, — 2M? + M*;
— en transposant que (M7T)? = I, — M.
En comparant, il vient que M* — 2M? + M = 0. Le polynéme P = X% —2X2 + X = X(X - 1)(X2+ X - 1) =
X(X —1)(X — =45)(X — =15Y5) est donc annulateur de la matrice M. Or ce polynome P est scindé & racines
simples, donc la matrice M est diagonalisable.

(b) Le spectre de M est inclus dans l’ensemble {0;1; _1'5‘/5; %\/5} des racines du polynéme annulateur P. La trace

de la matrice M nous renseigne aussi sur ses valeurs propres. De M? + M7 — I, = 0, on déduit que Tr(M?) +
Tr(MT) — Tr(I,) = 0 par linéarité de la trace. De plus, Tr(M7T) = Tr(M), d’ou Tr(M?) + Tr(M) — Tr(I,) = 0, donc
Tr(M?+ M —1,) = 0.

Or la matrice M est diagonalisable et la trace est un invariant de similitude, d’ou :

0=> (NW+X-1)=dyx (0°+0—1)+dy x (1> +1-1)

i=1

car %\/g sont des racines de A2+ X — 1. On en déduit que les dimensions dy de SEP(0) et d; de SEP(1) sont égales.
Enfin, une matrice est inversible ssi 0 n’appartient pas & son spectre. Donc M est inversible ssi dg = 0 ssi d; = 0.

16. RMS 2011 1128 CCP PC
Mots-clés : polynémes annulateurs

(a) On définit ¢ € L(M,(R)) par : YM € M, (R), (M) = 2M + ‘M. Déterminer un polyndme annulateur de ¢. Montrer

que I'endomorphisme ¢ est diagonalisable. Déterminer ses valeurs propres et ses sous-espaces propres.

(b) Soient (a,b) € R? et o5 : M > aM + b'M. Montrer que @, 5 est inversible si, et seulement si, a® # b?.



SOLUTION. —

(a) Pour toute M € M, (R), on a p>(M) = 2(2M + M)+ (2M + M) = 5M+4M = 4(2M + M) —3M = 4p(M)—3M,
donc ¢? = 4¢ — 3id.
Le polynome X2 —4X +3 = (X —1)(X —3) est un polynéme annulateur scindé & racines simples de ¢, donc ce dernier
est diagonalisable. Les valeurs propres de ¢ sont parmi les racines de tout polynéme annulateur : Sp(¢) C {1,3} (en
fait, comme ¢ n’est manifestement ni 'identité, ni 3 fois 'identité, on est certain que Sp(¢) = {1, 3}, ce que I’on vérifie
ci-aprés). L’égalité (M) = M est équivalente & M + ‘M =0, et Pégalité (M) = M est équivalente 3 M = ‘M, donc

Ey (@) = A, (R)
E3(p) = Sn(R).

(b) Comme ¢ est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie, son inversibilité équivaut a son injectivité.
On examine donc le noyau de . Le systéme obtenu ci-dessous vient de la décomposition d’une matrice carrée A en
somme d’une matrice symétrique %(A + tA) et d’'une matrice antisymétrique %(A — tA), propriété qu’on applique a
(M) : )

(a+b)(M+ M) =0

O(M)=0 < aM +b'M =0 — { (@ b)(M — W) =0,

La condition est nécessaire : on raisonne par contraposition. Si a®> = b2, on a, par exemple, a = b, et le systéme
ci-dessus équivaut & (a + b)(M + tM) = 0, donc A, (R) C Ker, donc ¢ n’est pas injectif donc pas inversible (on
raisonne de méme si a = —b).
La condition est suffisante. Si a2 # b2, alors a + b et a — b sont non nuls, et, si M € Ker ¢, alors M = ‘M = — "M,
donc M =0 : le noyau de ¢ est réduit & {0}, donc ¢ est inversible.
17. RMS 2016 757 Centrale PSI
Mots-clés : symétries qui anticommutent
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f, g des endomorphismes de E tels que f2 = ¢?> =idg et fog+go f =0.

(a) Montrer que la dimension de E est paire.

(b) Montrer qu'il existe une base de E dans laquelle les matrices de f et g sont (I(;L 701 ) et ([0 I(;L)

SOLUTION. —

(a) L’endomorphisme f est une symétrie, ot E = E1(f) ® E_1(f) est la somme directe des deux sous-espaces vectoriels
El(f) = Ker(lldE —f) et E_l(f) = Ker(—lldE —f)
Pour tout « € E(f), on a f(z) = lx et, parce que f et g anticommutent, O = fog(z) +go f(x) = fog(x) + g(x),
dou f(g(z)) = —g(x). Dot g(x) € E_1(f), donc g (Ei(f)) C E_1(f) et, par suite, dimg (E;(f)) < dim E_(f).
Or g est bijective (car g = idp parce que g est une symétrie), d’ott dim g (E1(f)) = dim E;(f). On en déduit que
dim(E_1(f)) > dim(E; (/).
De méme pour © € E_1(f) on a fog(x) — g(x) = 0 donc g(E_1(f)) C Ei(f), et 'on conclut dim(E_;(f)) <
dim(F1(f)). D’ou l'égalité des dimensions des deux sous-espaces vectoriels Ei(f) et E_1(f), et comme ces deux
sous-espaces sont supplémentaires, il vient que dim(F) = dim(E_1(f)) + dim(E1(f)) est paire.
De plus, ¢ induit un isomorphisme de E;(f) sur E_1(f) (resp. de E_1(f) sur E1(f)).

(b) Soit n = dim(E1(f)) = dim(E_1(f)). On fixe une base (e1,...,e,) de E1(f). Comme ¢ induit un isomorphisme de
Ei(f) sur E_1(f), les vecteurs e,+1 = g(e1), ..., ez, = g(ey,) forment une base de E_1(f).

Dans la base B = (eq, ..., ea,), la matrice de f est alors par construction
I, O
0 —-I,)°
Les égalités e, 11 = g(e1),...,e2, = g(e,) donnent g(e,i1) = g%(e1) = e1,...,g(ean) = g*(en) = e, car g? = idg,

donc la matrice de g dans B est
0o I,
I, 0)°
18. RMS 2016 472 Mines Ponts PSI

Mots-clés : racine carrée de la dérivation
On note E I'espace C*°(R,R).



(a) Soient E; le sous-espace vectoriel engendré par les fonctions sinus et cosinus et ¢1: f € Ey — f' € E;. Montrer qu'il
existe un endomorphisme u de F; tel que uou = ¢;.

(b) Soit ¢: f € E— f' € E. Quel est le spectre de ¢? Existe-t-il un endomorphisme v de E tel que vov =¢7

SOLUTION. —
(a) Le sous-espace F; est stable par ¢ et en notant B = (sin, cos), on a

Mp(1) = <(1) _01> ;

matrice de la rotation d’angle 7 qui est le carré de la rotation d’angle 7. L’endomorphisme u tel que
1 /1 -1
Ma =5 (1 7))

(b) Tout A € R est valeur propre de ¢ et le sous-espace propre associé est la droite D dirigée par ey : x +— 2.
Supposons qu’un tel v existe. Alors vo ¢ = vov? = v?2ov = ¢ ov donc Dy est stable par v. Or D) est une droite,
d’oti ey, est un vecteur propre de v, associé & une valeur propre p réelle. On a alors ¢(ey) = p?ey) donc A = p?, ce qui
est absurde si on prend A < 0.

19. RMS 2013 585 Mines Ponts PSI, RMS 2013 332 X ESPCI PC, RMS 2016 905 TPE PSI

Mots-clés : valeur propre commune
Soient A, B € M,,(C) et xa, xp leurs polyndmes caractéristiques respectifs.

convient.

(a) Montrer que : si A et B ont une valeur propre commune, alors il existe U et V' non nuls dans M,, 1(C) tels que AU V=
U 'V B.

(b) Soit M € M,,(C). Montrer que : si AM = MB, alors xg(A)M = 0.

(c) A quelle condition, nécessaire et suffisante, les matrices A et B ont-elles une valeur propre commune ?

SOLUTION. —

(a) Soit A € Sp(A)NSp(B) : U # 0, AU = AU. La matrice B et sa transposée ont le méme spectre, d’ot : IV #
0, ‘BV = \V.

(b) Par récurrence sur k € N*, on montre que A¥M = M BF | et, par linéarité, que P(A)M = M P(B) pour tout P € C[X].
Puis on choisit P = xp et on utilise que P(B) = 0 d’aprés le théoréme de Cayley & Hamilton.

(c) Supposons que Sp(A) N Sp(B) = 0 et que AM = MB. On note xg(A) = (—1)"(A — A1) ... (A — Ap)?*. Comme
xB(A)M = 0, on trouve (A—A11,)* ... (A=A, 1,)** M = 0. Or A— )\, I, est inversible car det(A—X;I,,) = xa(A;) #0
et donc (A — \;1,)% est inversible et xp(A) aussi. Ainsi M = 0.
Donc (d’aprés ce qui précéde et la premiére question) A et B ont une valeur propre commune si, et seulement si, il
existe M € M,,(C) non nulle telle que AM = M B.
20. RMS 2014 1198 TPE PSI

(a) Soient d e N*, a € Cet u: P € Cy[X] — (X — a)P’ € Cy4[X]. Trouver les éléments propres de w.

(b) En déduire I'ensemble des polynémes de C[X] divisibles par leur dérivée.

SOLUTION. —
(a) Soit A une valeur propre et P un vecteur propre associé. On note n = degP : P = a,, X™ + ... avec «,, # 0. D’ou
(X —a)P' = AP <= na, X"+ -+ =Xa, X" + ... ce qui implique que A = n. On en déduit que Sp(u) C [0,d].

Réciproquement, soit n € [0,d]. On remarque que u((X — a)") = n(X — a)" donc (X — a)" est propre associé a la
valeur propre n. Or on sait que ((X — a)”)ne[[oyd]] est une base de C4[X], on a donc une base constituée de vecteurs
propres de u.
On en déduit que Sp(u) = [0,d] et que Ker(u — nid) = Vect ((X — a)).

(b) Soit P divisible par P', n = deg P. Le quotient s’écrit Q = (X — a). On utilise alors (a) avec une valuer de d

supérieure a n : u(P) = (X —a)P' =n@QP’' =nP donc P € Kern(u —nid) = Vect ((X —a)").
Les polynomes divisibles par leur dérivée sont donc les A(X —a)” ou A € C,a € C,n € N.
21. RMS 2007 934 CCP PC
Soit A € M, (R) telle que A% + I,, ne soit pas inversible.

(a) Montrer qu'il existe X € M,, 1(C) tel que AX =iX et X # 0.



(b) Montrer qu'il existe U et V' dans M ,,(R) libres tels que AU = —V et AV =U.

SOLUTION. —
(a) La matrice A% + I, se factorise dans M,,(C) sous la forme (A —il,,)(A +il,). Comme elle n’est pas inversible, c’est
que det(A2 + I,,) = det(A — il,,) det(A +il,,) = 0. L’'un des deux facteurs de ce produit est donc nul.
Si det(A —iI,,) = 0, c’est que 4 est une valeur propre complexe de A, donc il existe un vecteur X € M, ,,(C) non nul
tel que AX =iX.
Si det(A +il,,) = 0, alors il existe de méme un vecteur Y € M ,,(C) non nul tel que AY = —iY. D’ott AY =Y.
(b) On écrit le vecteur X de la question (a) sous la forme U + ¢V avec U et V' dans M, ,(R). La relation AX = iX se
traduit alors par A(U +iV) = i(U + iV), c’est-a-dire par

AU = -V
AV =U.

Il est impossible que U ou V soit nul, sinon U et V le seraient, donc X serait nul, ce qui n’est pas le cas. Par suite, si
(U, V) est une famille liée, on peut supposer sans perte de généralité que U = kV avec k € R. De la premiére équation
ci-dessus, on tire AV = —V/k, et de la seconde, AV = kV, d’ot 'on déduit (1 + k?)V = 0, donc V = 0 (puisque k
est réel), mais on vient de voir que cela est impossible.

La famille (U, V') est donc libre.

Un exercice en rapport : RMS 2010 991 CCP PSI
Soit A € M3(R) telle que A #0et A3+ A=0.

(a) La matrice A est-elle diagonalisable ?

0 0 0
(b) Montrer que A est semblablea [0 0 1
0

SOLUTION. —

(a) Le polynéme X2 + X = X(X +i)(X — i) € C[X] est scindé & racines simples et annulateur de A, qui est donc
diagonalisable.

(b) On note u ’endomorphisme canoniquement associé & A. La matrice A admet nécessairement une valeur propre réelle
car sa taille est impaire, donc son polynéme caractéristique est un polynoéme de R[X] de degré impair. Cette valeur
propre est parmi les racines de X + X, polynome annulateur de A. Par suite, zéro est valeur propre de A ; soit e; un
vecteur propre associé. Il s’agit ensuite de montrer qu'’il existe ey et e3 tels que (e, ez, e3) soit une base de R? et tels
que u(eg) = —e3 et u(ez) = es.

Analyse. Si ces vecteurs existent, alors e3 = —u(ez), et u?(ea) = —ea, donc ez € Ker(u? + id).
Synthése. On commence par montrer que Ker(u? + id) n’est pas réduit a {0}, c’est-a-dire que u? + id n’est pas un
isomorphisme. Si c’était le cas, comme A3 + A = 0 donc u o (u? +id) = 0, on en déduirait que u = 0, ce que

I’énoncé exclut. On choisit ensuite un vecteur non nul ey € Ker(u? + id) et on pose e3 = —u(ez). On montre enfin
que (e, ez, e3) est une base. Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que Z?:l Xie; = 0. En appliquant u, puis u?, et en utilisant la
relation u?(e3) = —u(e3) = —ea, on obtient

(Ll) - )\263 - )\362 =0

(Lg) - )\262 + )\363 =0.

La combinaison A3(L1) 4+ A2(L2) conduit & —(A3 + A\3)ea = 0, donc & Ay = A3 = 0 puisque e # 0. Il reste A\je; = 0,
d’ott A\; = 0, puisque e; est un vecteur propre.
22. RMS 2016 885 ENSAM PSI
Mots-clés : matrice circulante

Soient
0 0 1 an Ap—1 a9 aq
1 . 0 ay T . a2
J = 0 et A= as
Gn—1
0 0 1 0 Qn—1 az a1 Qo

(a) La matrice J est-elle diagonalisable dans M,,(C)? Quel est son spectre?



(b)

La matrice A est-elle diagonalisable dans M,,(C)? Quel est son spectre ?

SOLUTION. —

(a)

(Si on remarque que J" = I,,, alors on peut d’emblée affirmer que la matrice J est diagonalisable dans M, (C) car le
polynoéme X™ —1 est annulateur, scindé a racines simples dans C.) Sinon, on peut reconnaitre une matrice compagnon
et on effectue Ly < Ly + 2Ly + --- + 2" 'L, pour calculer

P R | 0 v o 0 2v—1
-1 =z 0 -1 =z 0
0 0o -1 =z 0 0 -1 z

en développant selon L.

La matrice J est diagonalisable dans M,,(C) car x; posséde n racines distinctes deux a deux, & savoir les racines
n—iémes de 'unité : ™27/ avec k € [0,n — 1].

La matrice J* est obtenue & partir de J en décalant les deux rangées de 1 de k — 1 crans vers le bas.

Donc P(J)=AsiP=ag+ a1 X +---+a, 1 X" 1

Les valeurs propres de A sont les P(w) o w € U, et la matrice A est diagonalisable car les vecteurs propres de J
sont aussi des vecteurs propres de A, or les vecteurs propres de J forment une base.

23. RMS 2010 1043 Petites Mines PC
Soient un entier n > 2, un réel m et la matrice A = (a; j)1<ij<n € Mn(R) ol a; j =15si (4,7) € {1,...,n} x{L,...,n—1}
eta;n,=msil<i<n.

()
(b)

On suppose que m # 1 —n. Montrer que A est diagonalisable.

On suppose que m = 1—n. Montrer que la matrice A est semblable a la matrice B = (b; ;)1<;,j<n dont tous les coefficients
sont nuls excepté by o = 1.

SOLUTION. —

(a)

Les colonnes de A étant proportionnelles & la premiére et non toutes nulles, A est de rang 1, donc zéro est valeur
1 1

propre et dimSEP(0) =n—1.Deplus A | =(n—14+4m) [ :]|,orn—14+m #0,dot A =n— 14 m est une
1 1

valeur propre non nulle. D’ou dim SEP(0) 4+ dim SEP(X) = n, donc A est diagonalisable.

AUTRE METHODE — On calcule A2 = [(n— 1) +m] A, ce qui révéle que P(X) = X - (X — [(n — 1) + m]) est un

polynéme annulateur de A, scindé a racines simples car (n — 1) + m # 0 par hypothése. Donc la matrice A est

diagonalisable car une matrice est diagonalisable ssi elle posséde un polynéme annulateur & racines simples.

On note u 'endomorphisme canoniquement associé a A, et B = (ey,...,e,) la base canonique de R™. On remarque

que Imw est la droite engendrée par €] = e; + -+ + e, et que u(e]) =0 car n — 1 +m = 0, donc que Imu C Kerw,

qui est de dimension n — 1 d’aprés la question (a).

On pose alors el = ey, de sorte que u(ey) = €| # 0, et le théoréme de la base incompléte assure que ’on peut trouver

des vecteurs ef, ..., e}, pour compléter €} et former une base (e}, eh, ..., e, ) de Keru. Comme e) ¢ Keru, la famille
B' = (e}, €, ..., e5) est une base de R™, et la matrice de u sur B’ est B, donc A est bien semblable & B.

24. RMS 2016 904 CCEM PSI

Soit @ € R. Soit M une matrice carrée dont la premiére ligne est (a,0,...,0) la deuxiéme (1,...,1), et toutes les autres
(1,0,...,0). Trouver une condition nécessaire et suffisante sur a pour que M soit diagonalisable.
SoLuTION. — On a (le déterminant étant triangulaire par blocs)
a 0 ... 0 X —-a 0 o ... O
11 ... 1 —1 X-1 -1 ... -1
M=110 ... 0 donc Y = -1 0 X ... 0 :(X_a)(X_].)Xn_2.
1 0 ... 0 —1 0 0o ... X

La matrice M est de rang 2 donc dim Eg(M) =n — 2.



25.

26.

27.

— Sia#0et a=#1:les valeurs propres a et 1 sont simples donc la dimension des espaces propres est 1 et dim Eg(M) =
n — 2, chaque espace propre a pour dimension la multiplicité de la valeur propre donc M est diagonalisable.

— Sia = 0 : la valeur propre 0 est d’ordre n — 1 et dim Eo(M) = n — 2, espace propre n’a pas pour dimension la
multiplicité de la valeur propre donc M n’est pas diagonalisable.

— Sia =1:la valeur propre 1 est d’ordre 2, mais

0 0 0 0
-1 0 -1 -1
- |-1 0 1 0
10 0 ... 1

est de rang n — 1 donc dim E; (M) = 1; l’espace propre n’a pas pour dimension la multiplicité de la valeur propre
donc M n’est pas diagonalisable.

RMS 2014 1331 TPE PC

Soient A € M, (C) et Dy: M € M,(C) — AM € M,,(C).

(a) Montrer que ® 4 est un endomorphisme de M,,(C). Déterminer les A € M,,(C) tels que &4 = 0.
(b) Si A€ M,(C) et P € C[X], comparer ®p(4) et P(Py).

(c) Montrer que ® 4 est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.

SOLUTION. —

(a) L’application ®4 va de M,,(C) dans lui-méme, et sa linéarité résulte de la bilinéarité du produit matriciel, c’est donc
un endomorphisme de M,,(C).
Si &4 =0, alors ®4(I,) = Al,, = A = 0. Réciproquement, il est clair que A =0 = P4 = 0.

(b) Une récurrence donne (®4)F = ® 4 pour k € N*, et on constate que Pratup = AP + p®p pour tous (4, B) €
M, (C)? et (N, u) € R
En combinant les deux résultats, on obtient

VAEMTL((C), VPG(C[X], (I)p(A) :P(CI)A).

(c) Si A est diagonalisable, alors il existe un polynome scindé & racines simples P € C[X] tel que P(A) = 0. On déduit
de la question précédente que P(®4) = ®p(4y = ®o = 0, donc que 4 est diagonalisable.
Réciproquement, si ® 4 est diagonalisable, alors il existe un polynéme scindé a racines simples P € C[X] tel que
P(®,4) = 0. On en déduit que ® p(4) = 0, donc que P(A) = 0 en vertu de la question (a), donc que A est diagonalisable.

RMS 2014 1183 CCP PSI, RMS 2016 903 CCP PSI
L'endomorphisme de M3 (R) qui envoie (i Z) sur (ZZ i) est-il diagonalisable ?

SOLUTION. — Premiére méthode. On remarque que ¢* = id. Le polynéme X% — 1 est annulateur et ses racines réelles
sont —1 et +1. Comme Spg(¢) C { —1; —|—1}, si ¢ était diagonalisable sur R, on aurait ¢? = id, ce qui n’est pas le cas.
Deuxiéme méthode. La matrice de ¢ dans la base canonique (Ej 1, E1 2, Ea 1, E22) de Ma(R) est

0

o o= O
_ o O O
SO O

0
1
0

Le polynome caractéristique est y, = X* — 1 qui n’est pas scindé sur R donc ¢ n’est pas diagonalisable.

RMS 2013 970 TPE EIVP PSI
0 1 0
Discuter, dans M3(R), la diagonalisabilité et la trigonalisabilité en fonction du paramétre réel ade [0 0 1
1 —a a

SOLUTION. — Le polynéme caractéristique de A vaut
xa(z) = (z = 1)(2* = (a = Dz +1),
et le discriminant de 22 — (a — 1)z + 1 vaut A = a® —2a — 3 = (a + 1)(a — 3). On en déduit que

— Si —1 < a < 3, xa n’est pas scindé sur R donc A n’est ni trigonalisable ni diagonalisable sur R.

10



— Sinon, x4 est scindé sur R, ses valeurs propres sont 1 et Ao, A3 et A est au moins trigonalisable sur R.

e sia= —1,alors \y = A3 = —1 et A+ I3 est de rang 2 donc dimKer(A + I3) = 1 < 2 et A est seulement
trigonalisable.

e si g =3, alors Ay = A3 = 1, d’oit A n’ayant qu’une valeur propre et n’étant pas l’identité, est seulement trigonali-
sable.

e sia# —1eta##3, alors Ay # A\3. Comme A\A3 = 1, elles sont nécessairement distinctes de 1. A admet donc 3
valeurs propres distinctes : elle est diagonalisable.

Conclusion : si a €] — 1,3, A n’est pas trigonalisable, si a = —1 ou 3, A est trigonalisable mais pas diagonalisable et si
a < —1oua >3, Aest diagonalisable.

. RMS 2011 1079 CCP PSI, RMS 2013 648 Mines Ponts PC, RMS 2014 1225 CCP PSI, RMS 2016 919
ENSEA PSI
Soit M € M, (R) telle que M *M M = I,,. Montrer que M est symétrique. Déterminer M.
SOLUTION. — La relation M ‘M M = I,, entraine (en transposant) que ‘MMM =1I,. Or, en multipliant ’hypothése de
départ par ‘M a gauche, on obtient "M M M M = ‘M, donc I, M = M = °M, c’est-a-dire que M est symétrique réelle,
donc diagonalisable sur R d’aprés le théoréme spectral.
Comme MM M = M3 = I, le polynéme X3 — 1 est annulateur de M, donc sa seule valeur propre réelle vaut 1. La
matrice M est donc semblable & I,,, donc égale & I, :

M=1,.

. RMS 2016 898 CCP PSI
Mots-clés : hyperplan stable

(a) Soient H un hyperplan d'un C—espace vectoriel E de dimension finie, et u un endomorphisme de F.
Montrer que u(H) C H <= 33X € C, Im(u — Aid) C H.
(b) Trouver tous les sous-espaces stables par I'endomorphisme u représenté dans une base B par

3 1 2
1 10
-1 1 2

SoLUTION. — (Réviser I’exercice 17 du TD 4 et voir aussi I’exercice 30.)

(a) Soit D une droite telle que E = H & D et a un vecteur directeur de D. Il existe alors (ag,\) € H x R tel que
u(a) = ag + Aa. Et, pour tout y de E, y = yg + aa donc

(u—Aid)(y) = uw(yg + ca) — ANy + aa) = u(yg) — Ayg + a(u(a) — Xa) = uw(yy) — A\yg + cay € H

par somme de trois éléments de H, H étant stable par u.
[<]Vz € Hyu(z) — A € H donc u(x) = Ax + 2y ot g € H donc u(z) € H.

(b) e Les sous-espaces vectoriels {0} et R3 sont stables par u (dimension 0 et 3).
e Les espaces de dimension 1 stables par u sont les droites engendrées par des vecteurs propres; on trouve x, =
(X —2)3; I'espace propre associé a la seule valeur propre 2 est de dimension 1 : c’est

1
D = Vect 1 ,
-1

qui est le seul sous-espace vectoriel de R3 de dimension 1 stable par u.
e Utilisons (a) : On suppose que H est un sous-espace vectoriel de R? de dimension 2, stable par u. On cherche &
obtenir
3—A 1 2
Im(u — Aid) = Vect 1 J1=X1, 0 C H,
-1 1 2—A

donc la famille des trois vecteurs est liée donc le déterminant de cette famille vaut 0, donc x(A) = 0 donc A est
valeur propre de A donc A = 2. Alors

1 1 2 1 2
Im(u — 2id) = Vect 1]1,1-1],]0 = Vect 11,10 =H,
-1 1 0 -1 0

par inclusion et égalité des dimensions). Par suite, H est le seul sous-espace vectoriel de R® de dimension 2 stable
par u.

11



30. RMS 2015 686 Mines Ponts PC
Mots-clés : hyperplan stable
Soient n > 2, ® € L(R™,R) non nulle et H = Ker ®.
Soit f € L(R™). Montrer que f stabilise H si et seulement s'il existe A € R tel que ® o f = \D.
SOLUTION. — (voir 'exercice 29.) S’il existe A € R tel que ® o f = A®, considérons x € H. Alors ®(f(z)) = A®(z) =0,
donc f(z) € Ker® = H, donc H est stable par f.
Réciproque. D’aprés le théoréme du rang on a : dim(H) = n — 1. Puisque ® est non nulle, il existe a € R™ \ H tel que
®(a) = 1. Tout vecteur = de R™ s’écrit alors de facon unique sous la forme z = aa+h ot a € Ret h € H. Soit f € L(R™).
Si f stabilise H alors deux cas se présentent.
o lercas: f(a) € H.
Soit = un vecteur de R™. Posons x = aa + h, ot @« € R et h € H. On a alors (® o f)(z) = ®(af(a) + f(h)). Or
af(a)+ f(h) € H, donc (®o f)(x) = 0.
On a alors ® o f = 0.9 = 0 donc, dans ce cas, on a bien ® o f = A® pour A = 0.
e 2¢éme cas : f(a) ¢ H.
Posons A = ®(f(a)) # 0. Soit x un vecteur de R". Posons x = aa + h ot « € Ret h € H. On a alors (P o f)(z) =
D(af(a)+ f(h)) = da = AD(x).
Par conséquent, dans ce cas, on a aussi ® o f = \®.
31. RMS 2024 65 ENS MP MPI

Soient n € N*, M = (m;;) € O,41(R) la matrice d’une réflexion et A € O,,(R). On pose B = M - ((1) 81)

Montrer que x5(1) = xa(0) - xa(1) - (1 —ma1).

SOLUTION. — x5 (1) = det ((é £T> - M) det (é El) car AT A = I, par hypothése. Le second facteur est det ((1) 31)
det A = (—1)"x4(0). Pour étudier le premier facteur, remarquons que la matrice I,,+1 — M est de rang 1 car Ker([,,11—M)
est ’ensemble des vecteurs invariants par M et est donc un hyperplan car M est la matrice d’une réflexion. Toutes les
colonnes de la matrice I,,+1 — M sont donc colinéaires.

1 0
0 AT
déterminant de cette matrice est nul. Par ailleurs, 1 — my; = 0, ce qui rend vraie 1’égalité & prouver.

Ou bien la premiére colonne Cy de I,,1+1 — M est nulle et alors celle de la matrice > — M TDest aussi donc le

Ou bien cette premiére colonne n’est pas nulle et alors chaque autre colonne C; lui est colinéaire : 3\; € R, C; = \;C1.
Et, en retranchant A\;Cy & Cj, on ne change pas la valeur du déterminant :

det ((é £T> - M) = ‘1 — ATO—In = (1 =m1)- (=1)"det(I, — A) = (1 —mq1) - (=1)"xa(1).

*

1.3 Algébre bilinéaire
32. RMS 2014 659 Mines Ponts PSI

(a) Soit n € N*. Trouver inf{\ € R} | VA € M, (R), (tr A)? < Atr(‘'A A)}.
(b) Trouver inf{\ € R,, VA € My(R), det A < Mtr(‘A A)}.

SOLUTION. —

(a) Comme tr A = (I,,, A) (produit scalaire canonique), par CAUCHY-SCHWARZ, (tr A)? < ||L,||?||A||?> = ntr(‘A A) avec
égalité si (A, I,,) est lice. On en déduit que la borne inférieure cherchée vaut n.

(b) Pour n =2, det A < |ad| + |be| < 3((a® + d2) + (> + c2) = 1 tr("A A) avec égalité pour A = I,, (entre autres). On en
déduit que la borne inférieure cherchée est 3.

Un exercice en rapport : RMS 2013 652 Mines Ponts PC

Soient A et B dans S,,(R). Montrer que 2tr(AB) < tr(A42%) + tr(B?).

SOLUTION. — On sait que le produit scalaire canonique sur M, (R) a pour expression (4, B) = tr(‘AB). Si A et B

appartiennent & S, (R), leur produit scalaire et leur norme sont donnés par (A, B) = tr(AB) et ||A||?> = tr(A42?), | B|*> =
tr(B?). L’inégalité de Cauchy et Schwarz, puis 'inégalité arithmético-géométrique entrainent que

1 tr(A2) + tr(B?
x(AB) < [tr(AB)] = |(4,5)| < AN B] < & (42 + B]?) = ZALEE),

33. RMS 2014 913 Centrale PSI
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34.

35.

(a) Montrer que l'intégrale fol P(t)In(t) dt converge pour tout P € R[X].
(b) Soitn € N. Montrer qu'il existe un unique @ € R,,[X] tel que, pour tout P € R,,[X], fol P(t)In(t)dt = [ P(t)Q(t)sintdt.

SOLUTION. —

(a) fol Intdt converge et, pour tout k € N*, fol t*Intdt converge aussi car t*Int = o(Ilnt) (t — 01). Par linéarité,
lintégrale fol P(t) In(¢t) dt converge pour tout P € R[X].

(b) On vérifie que Iapplication (-|-) définie par (P|Q) = [ P(t)Q(t) sint d¢ est un produit scalaire sur R,,[X] : elle est bien
symétrique et bilinéaire. Elle est aussi positive car VP € Ry[X], [ P%(t)sin(t) dt > 0 car Vt € [0, 7], P(t)sin(t) > 0.
Enfin elle est définie car

/ P(t)sin(t)dt =0 ==Vt [0,7], P%(t)sin(t) = 0 car la fonction ¢ — P?(t)sin(t) est continue et positive
0

=Vt €0, x|, P(t) =0 car V¢ €]0, [, sin(t) #0
= P =0 car le polynéme P a une infinité de racines.

L’application P fol P(t)In(t) dt est bien définie d’aprés (a) et est une forme linéaire sur R,,[X], qui est un espace
vectoriel de dimension finie. Or toute forme linéaire sur R,,[X] est, d’aprés le théoréme de représentation de Riesz, de
la forme P +— (P|Q), pour un unique @ € R, [X], d’ou le résultat.

RMS 2006

CCP PC, RMS 2010 1055 Télécom Sud Paris PC

Soient (E, (, )) un espace euclidien de dimension n, p un projecteur orthogonal de rang r et (ey, ..., €,) une base orthonormale

de E. Montrer que >, [|p(e:)||*> = r-

SOLUTION. —

On note A = (a; j)1<i,j<n la matrice de p sur la base e : ||p(e;)||* = (p(e;), e;) = (3271 aijej,ei) = a;; car la base e est

orthonormale, donc
n

> llptenl® = Z a;; = tr(A) =,

i=1
car on sait que le rang d’un projecteur est égal a sa trace.

RMS 2011 1126 CCP PC
Soit (E,( , )) un espace euclidien, H; et Hs deux hyperplans distincts, e; et e; deux vecteurs unitaires respectivement
orthogonaux a H; et Hy. On pose

sirx—>ax—2(x,e1)e; et so: x> x— 2(x, eq)en.
(a) Vérifier que le plan Vect(eq,e2) est stable par s 0 s7.
(b) Montrer que x € E est fixe par s 0 s1 si et seulement si x € Hy N Ho.
SOLUTION. — On reconnait en sy la symétrie orthogonale par rapport a 'hyperplan Hy.
(a)
(s2051)(e1) = sa(—e1) = —e1 +2(e1, e2)en
(s2081)(e2) = sa(ea — 2(e1,ea)e1) = —ea — 2(e1, ea)(e1 — 2{ey, ea)e2).

On lit ci-dessus que les images par s, 0 81 de e; et es appartiennent & Vect(eq, es) qui est donc stable par s; o s7.

(b) Sens direct. Si z est fixe par sz o s1, alors sa(si(x)) = =z, donc s1(z) = s2(z), en composant & gauche par sy et en
utilisant 1’égalité s3 = idg. D’ott & — 2(x, e1)e; = o — 2(x, e3)ez, donc

(x,e1)e; = (x,ea)es.

Comme H; et Hs sont deux hyperplans distincts, e; et e; ne sont pas colinéaires, et on en déduit que (x,e;) =
(x,e2) =0, donc que x € Hy N Hy.

Sens réciproque. Si x € Hy N Hy, alors s1(x) = z car © € Hy, puis s2(s1(x)) = s2(x) = z, car x € Hy. Finalement, x
est fixe par so o s1.

36. RMS 2016 761 Centrale PSI

Soient p et ¢ deux projections orthogonales définies sur un espace euclidien E. Soit u = p + q.

(a) Soit & un vecteur de norme 1. Encadrer (z | p(z)) et (x| g(x)). En déduire que Sp(u) C [0,2].
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37.

38.

(b) Montrer que Ker(u) = Ker(p) N Ker(q).
(c) Déterminer Ker(u — 2id).

SOLUTION. —
(a) (Faire un dessin.) Pour tout z € E unitaire, (z | p(x)) = ||p(z)||* < ||z||?, dotu (z | p(x)) € [0;1] et, de méme,

(z[g(x)) € [0;1]

En particulier si A est valeur propre de u et si  est un vecteur propre unitaire associé :
A= (z|u(z)) = (z|p))+ (x| q(x)) € [0;2].

(b) Siz € Ep(u),on a0=(z|ux) = (z|p))+ (x]|qlx)) avec (x| p(x)) > 0et (x| g(x)) >0, donc nécessairement
(x| p(x)) = (x | ¢(x)) = 0, ce qui prouve = € Ker(p) N Ker(q). Réciproquement Ker(p) N Ker(q) C Ker(u), d’ot
’égalité.

(c) On remplace p et g par id —p et id — ¢, qui sont aussi des projections orthogonales. Donc Ker(u —2id) = Im(p) NIm(q).

RMS 2008 975 CCP PSI, RMS 2015 715 Mines Ponts PC, RMS 2015 1033, TPE PC, RMS 2016 558

Mines Ponts PC

Soit A = (a;,j)1<ij<n € On(R). Montrer que

2 3/2
Y ai|<n= ail; < Y aigl <02
1<i,j<n 1<ij<n 1<i,j<n
SOLUTION. — La norme euclidienne canonique de chaque colonne de A vaut 1. En sommant sur les n colonnes de A, on
obtient
Z ai] =n
1<i,j<n
Soit U € M, (R) le vecteur colonne dont toutes les composantes valent 1. Si { , ) désigne le produit scalaire canonique

sur M,,(R), on constate que ‘U AU = (U, AU) = > 1<i j<n @i,j- Comme A est orthogonale, elle conserve la norme donc
|AU|| = |U]| = /n. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors :

Y aiy| = (U AU < |UNIIAU|| = |U)* =

1<i,j<n
Comme A € O,(R), tous ses éléments appartiennent & [—1,1]. Par suite, a7 ; < |a; ;| pour tout (4, 7). Alors
n n
n=> <Zaij> < D lagl
j=1 \i=1 1<i,j<n

Enfin, on note S = (s; j)1<i,j<n la matrice de signes définie par s; ; = signe(a, ;) € {—1,1}, avec un choix arbitraire si
aij = 0. Alors 37, o, i), laij| = tr(*AS). Comme on sait que (4, B) € (M,(R))? — tr('A B) est un produit scalaire,
Iinégalité de Cauchy et Schwarz donne

Z la; ;| = tr( (*AS) \/tr ‘4A \/tr 'S S) \/tr(In)\/‘mz\/ﬁm:n3/2

1<i,g<n

RMS 2009 1027 Centrale PC

Soit (F,{ , )) un espace euclidien.

(a) Soit g € L(FE) autoadjoint tel que (g(z), z) = 0 pour tout z € E. Montrer que g = 0.

(b) Soit g € L(E) autoadjoint tel que {g(z),2) = |lg(2)||? pour tout z € E. Montrer que g est un projecteur.

SOLUTION. —
(a) Etant autoadjoint, g est diagonalisable : soit (ey,...,e,) une base propre de g associée & la famille de valeurs propres
(A1s- -5 An)- Alors (g(e;), e;) = 0 = \;|le;||? pour tout i € [1,n], donc toutes les valeurs propres de g sont nulles, donc

g est ’endomorphisme nul (car g est diagonalisable et toutes ses valeurs propres sont nulles).

(b) Soit = € E. Alors {(gog)(2), 2) = {g(2), 9(2)) = lg(2)|> car g est autoadjoint. Mais on a aussi {g(2), 2) = [lg(=)]|? par
hypothése. On en déduit que (f(z), z) = 0 pour tout z € E, ot l'on a posé f = go g — g. Comme g est autoadjoint, f
aussi, et la question (a) affirme alors que f est nul, donc que g o g = g, c’est-a~dire que g est un projecteur.
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39.

40.

41.

42.

43.

RMS 2013 987 CCP PSI
Mots-clés : valeurs propres de la partie symétrique d’une matrice

Soient A € M,,(R) et S = %(A + tA). On note (A1, ..., A\,) le spectre ordonné par ordre croissant de S. Si 1 est une valeur
propre réelle de A, montrer que \; < p < Ap-

SoLuTION. — La matrice S est clairement symétrique réelle donc est orthogonalement diagonalisable et toutes ses valeurs
propres sont réelles ce qui justifie de les classer ainsi. De plus, en décomposant X dans une base orthonormée de vecteurs
propres de S, on prouve que

VX €R", MX[? < (SX]X) < Al X%

Soit p une valeur propre de A et X # 0 un vecteur propre associé. Alors (AX|X) = u||X||?. Par ailleurs,
1 ¢ 1 t ot _ 2
(SX|X) = 5 (<X|AX> + AX|X>) = ( X AX + XAX) = X AX = || X%

On en déduit que A1 ||X |2 < pl|X]|? < M\a|| X||? et, comme || X|| # 0, que A\ < g < \yp-
OdT 2013 19 149 TPE PSI
Mots-clés : matrice symétrique semblable & sa diagonale

Soit S symétrique réelle et D diagonale dont les coefficients sont ceux de la diagonale de S. On suppose S et D semblables.
Calculer tr(S?) de deux maniéres et en déduire que S = D.

SOLUTION. — On note S = (s; ;). Comme S et D sont semblables, S? et D? sont semblables et donc tr(S?) = tr(D?) =
> k=1 5% car D et S ont les mémes éléments diagonaux. Par ailleurs, S étant symétrique, tr(S?) = tr(S7S) =32, , 57,
((;est la formule du produit écalaire cal?onique qui nous le dit). Par identification, on obtient ; >k 4 sfk = 0. Or
sik 20, donc pour tout k # j, s;, =0, ie. S =D.

RMS 2010 1028 TPE PSI

Soit (a,b,c) € R3 tel que a® 4 b% + ¢ = 1. Ecrire la matrice dans la base canonique de la rotation d'angle 7 et d'axe dirigé
par le vecteur (a,b, c).

SoLuTION. — On note u le vecteur (a, b, ¢), puis D la droite engendrée par u, et P le plan orthogonal & D, et enfin r la
rotation étudiée. Cette derniére est aussi appelée le demi-tour d’axe D, et c’est aussi la symétrie orthogonale par rapport
abD.

Soit # € R®. Comme u est unitaire, on sait que le projeté orthogonal de = sur D vaut (u | x)u et la décomposition unique
de x sur la somme directe D & P =R? est x = (u | )u+ [z — (u | )u). On en déduit que

r@)=(u|z)u—[z—(u|z)u] =2(u|z)u— .

On applique cela & z valant successivement les trois vecteurs de la base canonique de R3, ce qui donne la matrice cherchée :

2% —1 2ba 2ca
2ab 202 — 1 2¢b
2ac 2bc 2¢2 — 1

RMS 2014 180 ENS PC

Soient n € N*, A € S;F*(R). On munit R™ de sa structure euclidienne canonique et on note S la sphére unité de R™. Montrer
que I'application @: (¢, Xy) € R x S+ 4 Xy € R™\ {0} est bijective.

SOLUTION. — L’application ® est bijective ssi VX € R™\ {0}, 3t € R, [[e7 "X, = 1.

D’aprés le théoréme spectral, la matrice A est orthodiagonalisable car symétrique : il existe donc P € O, (R) telle que
P~1AP = D est diagonale.

Soit X € R™\ {0} : e *4X = Pe tPP~1X = Pe~*PY, en notant Y = P~ X. De plus ||Pe " *PY ||y = [[e *PY 5 car la
matrice P est orthogonale. Il suffit donc de montrer que : 3!t € R, [[e " *PY||p=1.

D = diag(\1, ..., ), avec Vk € [1,n], Ax > 0 car A est supposée définie positive. Et Y =*(y1 --- y,) ol au moins

. 2 .

'un des réels yj, est non nul car X # 0. D’out la fonction R — RY, ¢ — |[e ™' PY||] = Yop_; e7?**!y? est strictement
décroissante, donc injective d’une part. D’autre part, elle tend vers +00 en —oo et vers 0 en +co. Comme elle est continue,
elle est surjective d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires. Ceci entraine ’existence et 'unicité du réel t.

RMS 2024 314 X MP MPI
Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux dans un espace euclidien E. Montrer que :

(a) I'endomorphisme p o ¢ o p est autoadjoint positif ;
(b) E=Imp+ Kerg+ (ImgnKerp);

(c) I'endomorphisme p o ¢ est diagonalisable ;
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44.

45.

46.

(d) le spectre de p o g est inclus dans [0, 1].

SOLUTION. —

(a) Les projecteurs p et ¢ sont autoadjoints (car orthogonaux), d’ou (po gop)* = p* og* o p* = pogop et, pour tout
vecteur x € E, (poqop(z)z) = (¢op(@)lp*(x)) = (a(y)ly) en notant y = p(z) = p*(z). Or (q(y)ly) = la(y)|3 car
y—q(y) L q(y). D’ou (pogop(x)|z) > 0. Donc pogop e ST(E).

(b) Pour tous sev F et G, (F+G)t = F-NG*. En particulier, si F' = Imp et G = Ker ¢, alors (Im p+Ker ¢)* = Ker pnIm g
car F+ = Kerp et G+ = Imyg.

(c) Le sev Imp est stable par po g et Vo € Imp, poq(z) = po qo p(x) car p> = p. Or endomorphisme p o g o p
est diagonalisable car autoadjoint d’aprés la premiére question. Sa restriction au sev stable Imp l'est donc aussi
> proposition IV.39. Il existe ainsi une base de Imp formée de vecteurs propres de p o g. D’aprés la deuxiéme
question, on peut compléter cette base de Imp en une base de E en y adjoignant de nouveaux vecteurs pris dans le
sev Ker g+ (Im ¢ N Ker p). Or ces nouveaux vecteurs sont tous des vecteurs propres de po g associés a la valeur propre
0. On obtient ainsi une base de ’ev E formée de vecteurs propres de p o g, ce qui prouve que p o g est diagonalisable.

(d) En répondant a la troisiéme question, on a constaté que les vecteurs propres de p o ¢ associés & des valeurs propres
autres que 0 appartiennent tous au sev Imp et que leurs valeurs propres sont aussi des valeurs propres de p o g o p.
Elles sont donc positives d’aprés la premiére question. D’ott Sp(p o ¢) C R.. Enfin, pour tout = € E, |q(z)|2 < ||=]|2
car le projecteur ¢ est orthogonal. De méme, [[p(¢(z)||2 < |lg(x)]|2. Par transitivité, ||p o g(z)||2 < ||z||2- D’ou |A| < 1
pour tout A € Sp(p o q).

RMS 2024 754 Mines Ponts MP MPI

2
Soit une fonction f € C2([0,1],R) telle que f(0) = f(1) = 0. Montrer que 120 (fol f) < fol(f”)2
SOLUTION. — L’hypothése C? autorise deux intégrations par parties : la premiére donne fol fl@)dz = [(x - %)f(x)]é —

fo (x—3) fl(x)do = — fo (z — %) f'(x) dz grace aux conditions aux bords.

La seconde donne fo ((x— %)f (z)dx = K(% _ %) ] fo (22 B %) #"(2) dz. Donc fo z)de = fo (7 _ 7) F(x) dz
D’aprés l’inégalité de Cauchy-Schwarz, ( I8 (% - g) (@) ) (% - g) dz [} (f"(x))? dz. Et le premier fac-
teur vaut 120

1.4 Espaces vectoriels normés

RMS 2011 948 Centrale PC
Mots-clés : continuité d’une application
On munit E = C°([0,1],R) de la norme donnée par Vf € E, ||f|l2 = fo )12, Soient

1 1
<I>:f€El—>/f et \IleE»—>/\f|
0 0

Montrer que ® et ¥ sont des applications continues de (E,|| ||2) dans R,
SOLUTION. — Soit f € E : d’une part |®(f)| < U(f), d’autre part 'inégalité de Cauchy et Schwarz montre que

1/2 1/2
1 1
< (fo 1) x (fo f2) = [ fll2-
L’application ® étant de plus linéaire, on en déduit qu’elle est continue. Quant a ’application ¥, elle n’est pas linéaire.
Montrons qu’elle est 1-lipschitzienne, donc continue :

1 1 1
v 2 W(f) - U(g)| = — gl < — gl < —gl=W(f—g)<|If =gl
(f.9) € B, [0(f) — 0(g), \/ 7 g|\</0 1 -lall < [ 1=l =9 —9) < 17 - e

RMS 2014 661 Mines Ponts PSI
Mots-clés : continuité d’une application linéaire

Soit E = C°([0,1],R) muni de la norme || ||o. Soient e € E et T,: f € E +» fol e(t)f(t)dt € R. Montrer que T, est une
forme linéaire continue et calculer |||T¢|||co, la norme de T, subordonnée a || ||o.

e(t)
Ind. Considérer f.: t — O ol e >0.
SOLUTION. — T¢ est linéaire & valeurs dans R et |T.(f fo O] fllco = llell1-Ilf]lco donc T est continue et |||Te|||co <
|| ||1
1 2
= Jo iz at=Jy (le®)] = e + iz ) At > fo (e®] = ) dt = el — et | felloo < 1, d0d [ITellloc > el —e
pour tout € > 0, d’ou |||Te|||oo > |le]l1, donc |||Te|lloo = |le]l1-
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47.

48.

49.

50.

RMS 2009 1031 Centrale PC

Mots-clés : continuité d’une application linéaire

Soit E = C1([0,1],R). Si f € E, on pose ||f]]2 = ‘/fol f? et [|flloo = supsepo,1) | (t)]. On fixe un réel a dans [0, 1].
1

V1t n(z—a)?

(b) L'application ®: f € E — f(«) € R est-elle continue pour la norme || ||2?

(c) Existe-t-il unréel C > 0 tel que Vf € E, || flleo < C|Ifll27

(d) Soit n € N. Existe-t-il C' > 0 tel que VP € R, [X], || P|loe < C||P]|2?

(a) On pose f,: z €[0,1] — . Montrer que || f,,||2 tend vers zéro.

SOLUTION. —

(a) On majore le carré de la norme grace au changement de variable ¢t = n(z — ) :

1 n(l—o) 400
1 dt 1 dt T
2 2
n = d = — < — = —-
1 £2l12 /0 fulz) dz n/ 1+ ¢2 n/ 1+t n

—no — 00

Par suite, || fu]l2 = \/Z tend bien vers zéro.

(b) On montre que application ® n’est pas continue pour la norme || ||2, en utilisant la suite de fonctions (f,) : elle
converge vers zéro pour la norme || ||z mais ®(f,) = fn(a) = 1 pour tout n et ne tend donc pas vers 0.

(c) La réponse est non, et la méme suite (f,,) fournit une preuve, puisque || fu[loo = 1 et C||fyll2 = C'/Z tend vers zéro
quand n tend vers 4o0.

(d) La réponse est oui, car R,,[X] est de dimension finie (contrairement a F), donc toutes les normes sont équivalentes
sur R, [X].

RMS 2015 995 CCP PSI

Soit E I'espace des suites bornées a valeurs complexes. Montrer que N(u) = ::5 “2‘—2‘ et N'(u) = :i% \%\ sont deux

normes sur E. Sont-elles équivalentes?

SOLUTION. — Soit u € FE. Il existe M € Ry tel que Vn € N, |u,| < M. Alors |ZZ| < Yoet ";’!‘ < M, ce qui prouve la

convergence des deux séries définissant N (u) et N'(u) : les fonctions N et N’ sont bien définies. Vérifions les axiomes des

normes.

— Une somme de termes positifs étant nulle si et seulement si tous ses termes sont nuls, on a: N(u) =0 <= u=0et
N'(u)=0 < u=0.

— On vérifie que N(Au)|A|N((u) et de méme pour N'.

— Soient u et v dans E. L’inégalié triangulaire N (u+v) < N(u)+N(v) résulte de la sommation des inégalités triangulaires
Vn € N, |up, + vn| < |un| + |vn|, préalablement divisées par 27, et il est est de méme pour N'.

On conclut que N et N’ sont deux normes sur FE. Il est vrai que N’ < N ; pour autant, ces deux normes ne sont pas

équivalentes. Si elles I'étaient, il existerait v € R tel que N < aN'. Pour p € N, on considére la suite e, = (6, p)nen € E.

On aurait alors

N(ep) 1727 pl <

Ne,) 1/pl 22 ¢

Vp € N,

. - ! )
Or la suite de terme général & n’est pas bornée.

RMS 2009 977 Centrale PSI

On note SL,,(R) I'ensemble des matrices de M,,(R) dont le déterminant vaut 1. L'ensemble SL,,(R) est-il un espace vectoriel 7
une groupe mulitiplicatif ? un fermé de M,,(R) ? un ouvert de M,,(R)?

SoLUTION. — SL,,(R) n’est pas un espace vectoriel car la matrice nulle n’a pas pour déterminant 1. Mais c’est un groupe
multiplicatif car : le produit matriciel est associatif et le produit de deux matrices M et N de déterminant 1 a encore
pour déterminant det M - det N = 1; la matrice I,,, qui a pour déterminant 1, est I’élément neutre ; toute matrice M de
déterminant 1 est inversible et son inverse a pour déterminant ﬁ =1.

SL,(R) est I'image réciproque du singleton {1}, qui est une partie fermée de R, par I’application continue det. A ce titre,
c’est une partie fermée de M,,(R).

Soit M € SL,(R). La matrice tM tend vers la matrice M quand le réel ¢ tend vers 1. Or det(tM) = ¢™, ce qui montre
que toute boule ouverte centrée en M contient des matrices qui ne sont pas dans SL,(R). Par suite SL,(R) n’est pas
ouvert. Mieux : aucun point de SL, (R) n’est intérieur.

RMS 2024 102 ENS MP MPI

Soit f la fonction de R* vers R nulle sur R\ Q et définie par f (%) = pTqu si p € N et ¢ € N* sont premiers entre eux. Quels

sont les points de continuité de f7
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51.

52.

SOLUTION. — En chaque point z rationnel, la fonction n’est pas continue. Par ’absurde : par densité de R\ Q dans R, il
existe une suite de nombres irrationnels u, convergeant vers x. Si f est continue en z € Q, alors f(u,) — f(z). C’est
n—oo

absurde car f(u,) = 0 pour tout n et f(x) # 0.
En chaque point z irrationnel, la fonction est continue. En effet, soit € > 0 : il n’y qu’un nombre fini de rationnels B tels

que f (%) = m > ¢ car m >e = p+q < ;. Dans un certain voisinage de € R\ Q, tous les rationnels, et donc

tous les réels, ont ainsi une image inférieure 3 ¢. La fonction f a donc pour limite 0 en x, or f(x) = 0, donc f est continue
en .

1.5 Algébre générale
RMS 2015 384 X ESPCI PC, RMS 2014 1165 CCP PSI
(a) Soit P € R[X] scindé a racines simples.

. Calculer P(( )) pour tout x appartenenant a R privé des racines de P. En déduire que Yz € R, P(z)P"(x) < P'(z)?.

ii. Montrer que, si deg P > 2, alors P’ est aussi scindé a racines simples. En déduire que, si P = Zaka, alors
arars2 < ap,, pour tout k € [0,n — 2].
(b) Soit P € R[X] scindé. Le polyndme P’ I'est-il aussi ?

SOLUTION. —

(a) i. En notant rq,...,r, les racines de P,

VeeD=R\{r,...,mn} (2) Z

x—r
k=1 k

Et, en dérivant : Vo € D, 2 @F (m) )(P) @) — > e Tk < 0, ce qui donne P”(z)P(z) < (P")?(z) pour tout
z € D mais aussi en r1,...,7, pulsque P(ri) =0 et que (P’) (rg) = 0.

ii. Soit n = deg P > 2 : le théoréme de Rolle (& énoncer!) assure que, entre deux racines distinctes de P, la dérivée P’
s’annule au moins une fois et que, donc, P’ posséde au moins n—1 racines distinctes deux a deux, en fait exactement
n — 1 car deg P’ = n — 1. Donc P’ est scindé a racines simples et il en est de méme de P”,. P("_l). L’inégalité
peut donc étre appliquée & P*) pour chaque k € [0,n — 1], ce qui donne en z = 0 : P(k)(O)P(k“)(O) < Pk+1)(0)?
et donc klag x (k+2)lag 4o < (k+1)!%aZ, ;. On en déduit que arari2 < 5547, < aj ., pour chaque k € [0,n—2].
(b) SidegP < 2, alors P’ n’est pas scindé. Supposons désormais que deg P =n > 2 et notons r; (1 < ¢ < ¢) les racines,
distinctes deux a deux, de P et m; leur multiplicité : mq + --- +m4 = n. Avec le méme raisonnement que ci-dessus,
on obtient ¢ — 1 racines de P’ deux & deux distinctes et distinctes des r;. D’autre part, chaque r; est une racine de P’
d’ordre m; — 1. Il reste & compter les racines réelles de P’ : ¢ — 14 (mq —1)+---+ (my — 1) =n — 1 et P’ est donc
scindé.
REMARQUE : en dérivant P = K [[{_,(X —r;)™ (o K € R*), on obtient

/

VIGR\{Th-'qu}? 1]:;((5))Zxﬂ—lkr/C
k=1

Un exercice en rapport : RMS 2016 465 Mines Ponts PSI

Soit P(X) = >_p_,axX* € R[X] un polyndéme de degré n > 2 ayant n racines réelles distinctes deux a deux. Montrer que P
n'a pas deux coefficients consécutifs nuls, autrement dit V& € [0,n — 1], |ag| + |axs1| # 0.

SOLUTION. — Si ag = agy1 = 0, alors P®)(0) = P*+1(0) = 0 donc P*) admet 0 comme racine au moins double. Or
P € R[X] est scindé & racines simples, donc ses dérivées P’,..., P"~1 le sont aussi. Par conséquent, P ne peut pas étre
scindé & racines simples sur R.

RMS 2014 892 Centrale PSI

(a) Soient un réel a et une fonction f continue sur [a, +oo[ et dérivable sur Ja, +oo[. On suppose que f s’annule en a et tend
vers 0 en 400 : qu’en déduire? (On pourra utiliser la fonction z — f(a+ 1 — 1) pour le prouver.)
+oo
(b) Soient P € R[X] et @ = ZP(k). Montrer que, si P n'a pas de racine réelle, alors @@ non plus. (On pourra utiliser la
k=0
fonction = — Q(x)e™7.)
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53.

54.

55.

SOLUTION. —

(a) On en déduit qu’il existe b > a tel que f/(b) = 0. C’est une variante du théoréme de Rolle, qui s’y raméne grace a
la fonction g définie sur [0,1] par g(z) = f(a+ 2 — 1) si # # 0 et g(0) = 0. Cette fonction est d’une part continue
sur [0,1] car f est continue sur [a,+oo[ et lim;o f = 0 = g(0). Elle est d’autre part dérivable sur |0, 1] car f est
dérivable sur |a, +oo[. Or ¢g(0) = g(1) = 0. D’apreés le théoréme de Rolle, il existe donc ¢ €]0, 1] tel que ¢’(¢) = 0. Or
g(@)=-%f(a+2-1),dot f'(a+2-1)=0.Enfina+1—1>acarcel0,1].

(b) Supposons que @ a une racine réelle a. Alors la fonction f: x — Q(z)e™ s’annule en a et tend vers 0 en +oo, donc il
existe b > a tel que f'(b) =0. Or P = Q — @', donc f'(b) = —P(b)e et P(b) = 0. D’oi1 le résultat par contraposée.

RMS 2013 288 X ESPCI PC

Déterminer les polynomes P € R[X] tels que P(X? 4+ 1) = P(X)? + 1 et P(0) = 0.

SOLUTION. — On va démontrer que X est I'unique solution.

Définissons la suite réelle (an)neny par ag = 0 et Vn € N, a,11 = a2 + 1. Comme a,, est réel et que 22 — z + 1 reste

strictement positif sur R on a Vn € N, a,41 — a, = a2 — a, + 1 > 0 et la suite (a,)nen est strictement croissante donc

injective (m # n = am # an).

Soit alors P une solution du probléme posé. Montrons par récurrence sur n € N que P(ay,,) = ay,.

C’est vrai pour n = 0 puisque ag = 0 et P(0) = 0 et si c’est vrai pour un entier n donné alors

P(any1) = P(a®2 +1) = P(a,)? +1=0a2 + 1= any1.

1l s’ensuit que le polynome P(X) — X est nul car il admet une infinité de racines et donc que P = X.

RMS 2012 272 X ESPCI PC

Soit n € N. Montrer qu'il existe un unique P, € R[X] tel que : Vt € R, P, (sin?¢t) = cos(2nt) et le déterminer.

SOLUTION. — Si les polynémes P et Q vérifient V¢ € R, P(sin?t) = cos(2nt) = Q(sin?t), alors P — Q posséde une infinité
de racines (tous les réels de [0,1]), donc il est nul, donc P = Q. Ceci démontre ['unicité.

Les formules d’Euler donnent

cos(2nt) = Re ((eit)Q") = Re (Z (2]?> i* Sin(t)]C Cos(t)2n_k> = Z <2n> (—1)P sin(t)?F cos(t)?" 2P

k=0 p=0 2p

" 2
=3 (-1 (2Z> (sin2 t)P(1 — sin®£)" P = P, (sin?¢),
p=0

ou
n

P, = ;)(_1)17 (2;) XP(1— X)"P.

AUTRE METHODE — On peut donner une autre expression de P, en calculant

n n/2]
cos(2nt) = Re ((62“)”) =Re (Z (Z) i* sin(2t)" cos(2t)"_k) = Z <n ) (—1)P sin(2t)?? cos(2t)" 2P

k=0 p=0 2p

In/2]
=Y (-1 (27;) 227 (sin? )P (1 — sin £)? (1 — 2sin®¢)" 2" = P, (sin’ 1),

p=0
ot Py = YL (—1)P ()22 XP(1 — X)P(1 — 2X)" 2P,
RMS 2013 1048 TPE EIVP PC
Soient a,b dans C, n € N* et P = (X —a)"(X — D)™

n 2
. L, ., N , . n .
Donner une expression de la dérivée n-iéme de P et en déduire Z ( ) en fonction de n.
i—o \!
SOLUTION. — Voir une autre méthode pour calculer cette somme dans le corrigé de Poral n° 121. On note que (X")®) =

(n’_”p)!X”’p pour tout p € [0, n] puis la formule de Leibniz donne

n

n " n n: 2 " n 2
PO =Y <k> (X —a)" )W [(X — b)) =3 <k> k!((n'_)k)'(x —a)" H(X —b)* =n! I;) (k) (X —a)" " (X —b)k

k=0 k=0 ’

Dans le cas ot a = b = 0, I'identité précédente s’écrit P(™) = n!X™ 3" (2)2 Par ailleurs, P = X?2", donc P(") = (2:!)!X”
et on en déduit que

S50

= \k (n!)? n
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57.

58.

RMS 2010 606 Mines Ponts PC
Déterminer les polyndmes P € R[X] tels que (X +4)P(X) = XP(X +1).
SOLUTION. — Analyse. Toute solution P vérifie

donc il existe @ € R[X] tel que P = X (X + 1)(X + 2)(X + 3)Q.

Synthése. La propriété recherchée est vérifiée ssi
XX+1DX+2)(X+3)(X+4)QX) =X X+ DX +2)(X +3)(X +4)Q(X +1),

sst Q(X) = Q(X + 1) ce qui équivaut & Q = constante (car le polynome @ — Q(0) admet une infinité de racines).

Conclusion. Un polynéome P est une solution ssi 3IA € R, P = AX (X + 1)(X + 2)(X + 3).

RMS 2011 255 X ENS PSI

Mots-clés : nombre de diviseurs d’un entier

Si n € N*, soit d,, le nombre des diviseurs de n. On pose D,, =di + -+ + d,.

(a) Soient n € N* et A, = (a;,5)1<i,j<n OU ;5 = 1 si i|j et zéro sinon. Montrer que a; 1 +a; 2+ - - +a; , est égal a la partie
entiére de 7.

(b) Montrer que D,, est la somme des éléments de la matrice A,,. En déduire que D,, ~ nlnn.

SOLUTION. —
(a) Lasomme k = a;1+a;2+"--+a;., est le nombre d’entiers j € [1,n] tels que i|j, c’est-a-dire le nombre de multiples de

i compris dans [1,n]. On cherche donc l'entier k tel que 4, 2i, ..., ki sont <n et n < (k+1)i, ouencore k < 2 <n+1.
Par définition de la partie entiére, on obtient

n
i1+ Gig+ o+ Qi = {;J .

(b) On note s, la somme de tous les éléments de la matrice A,, et H, le n-iéme nombre harmonique 1+ § +--- + 1.

En effectuant une somme par lignes, la question (a) montre que s, = »."" ;[2]. Comme x — 1 < [z < z pour tout

x € R, on en déduit que nH,, —n < s, < nH,. Or H, ~ Inn (il s’agit d’'une comparaison série-intégrale appliquée a
la fonction continue et décroissante ¢ € ]0, +o00[ — %) et on en déduit que

Sp ~nlnn.

On peut aussi calculer s, en effectuant une somme par colonnes. Tout d’abord, la définition des a;; montre que
a1 j+---+ap,; est le nombre des diviseurs de j compris entre 1 et n, c’est-a-dire le nombre d; des diviseurs de j (car
Jj < n). Alors s, = Z;.Lzl d; = D,. On en déduit finalement que

D,, ~nlnn.

Le quotient DTL" est le nombre moyen de diviseurs d’un entier dans [1,n]. Le résultat démontré dit que ce nombre
moyen est équivalent a In(n).

RMS 2012 268 X ESPCI PC
Mots-clés : nombre de diviseurs d’un entier
a) Soit n un entier strictement positif dont la décomposition en facteurs premiers est [[’_, p°’. Déterminer le nombre de
J=183
diviseurs de n.

(b) Quels sont les entiers n € N* ayant un nombre impair de diviseurs?

SOLUTION. —
(a) Sila décomposition de n en facteurs premiers est H;Zl p?j, les diviseurs de n sont les ngl pfj avec §3; € [0, a;] pour
tout j. L’ensemble des diviseurs de n possede donc H;:1(1 + o) éléments.

(b) Un produit d’entiers étant impair si et seulement si tous ses facteurs sont impairs, on déduit de la question précédente
que les entiers n € N* recherchés sont ceux tels que «; est pair pour tout j, c’est-a-dire les carrés.

59. RMS 2009 1009 Centrale PC

Mots-clés : polynémes stabilisant 7
Pour tout 7 € N, on note (¥) ou H,, le polynome XX =1=(X=ntl) "0 pose A: P e R[X] s P(X + 1) — P(X) € R[X].

n!
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61.

(a) On dit qu'un polynéme P stabilise Z si Vk € Z, P(k) € Z. Montrer que, pour tout n € N, H,, stabilise Z.
(b) Déterminer Ker A et calculer A(H,,) pour tout n € N.
(c) Soit P € R,,[X] stabilisant Z. Montrer qu'il existe (co,...,c,) € Z" ! tel que P = coHy + -+ + ¢, H,,.

SOLUTION. —
(a) Soit j € Net k € Z. Alors H;(k) = w est un entier relatif car

— si k > j, on obtient (kfj), qui est bien entier;
— si k <0, alors H;(k) = (=1)7H;(j — k — 1), et on est ramené au cas précédent ;
— i 0 < k < j, alors zéro figure parmi les facteurs du numérateur, donc H;(k) = 0.

(b) Si A(P) =0, alors Vk € Z, P(k) = P(0), dou Q(k) = 0, en notant Q(X) = P(X) — P(0). Le polynéme @ est nul car
il posséde une infinité de racines. Donc le polynéme P(X) = P(0) est constant. Réciproquement : si P est constant,
alors A(P) = 0. Finalement Ker A = Ry[X].

Puis A(H,) = H,_1 pour tout n € N* et A(Hp) =0.
(c) On démontre la propriété par récurrence sur n. Si n = 0, alors P = ¢y € Ry[X] stabilise Z implique ¢q € Z.
On suppose la propriété établie pour n—1. Soit P € R, [X] stabilisant Z. Alors A(P) aussi, et comme A(P) € R,,_1[X],
il existe (c1,...,¢,) € Z" tel que A(P) =30, ¢jHj1.
Comme Z?zl c;jHj est 'un des antécédents de Z;'L=1 c;Hj_1 par A, et comme Ker(A) = Ry[X], on peut affirmer qu’il
existe une constante réelle cy telle que P =37, ¢;H; + co.
Enfin, comme P(0) = ¢ et P stabilise Z, on peut dire que ¢q € Z.

Un exercice en rapport : RMS 2010 870 Centrale PC

Mots-clés : polynémes stabilisant Q

Déterminer les P € R[X] tels que P(Q) C Q.

SoruTION. — Ce sont les polynomes de Q[X], c’est-a-dire a coefficients rationnels. D’une part, ces polynomes conviennent.

D’autre part, on montre par récurrence sur le degré qu’il n’y en a pas d’autres :

Si P est une constante réelle ag, comme P(Q) = {ag}, la condition P(Q) C Q implique effectivement que ag soit rationnel.

Supposons la propriété vraie pour tout polynoéme de degré inférieur ou égal & n — 1. Soit P = a, X™ + Q, avec a,, # 0 et

Q € R,,_1]X], tel que P(Q) C Q. Alors A(P) = P(X +1) — P(X) vérifie aussi [A(P)](Q) € Q. Or A(P) = na, X" 14

est de degré n — 1. L’hypothése de récurrence assure que A(P) est a coefficients rationnels, et en particulier que na,, € Q,

donc que a,, € Q. Dans ce cas, ’hypothése P(Q) C Q se traduit par Q(Q) C Q, et ’hypotheése de récurrence assure que Q

est & coefficients rationnels. Finalement P € Q[X].

RMS 2024 14 ENS MP MPI

Mots-clés : formule de Grassmann

Soit G un groupe fini. Si X et Y sont des parties non vides de G, alors on pose X ' = {z7!, 2 € X} et XY = {ay, (2,y) €

X x Y}. Dans la suite, X désigne une partie non vide de G.

(a) On suppose que | X X| < 2|X|. Montrer que XX ' = X~1X.

(b) On suppose que | XX ~!| < 3|X|. Montrer que X ~*X est un sous-groupe de G.

SOLUTION. — On utilisera la formule de Grassmann |[AU B| + |AN B| = |A| + |B|.

(a) Soit (a,b) € X2. Pour montrer que XX ! C X~ 'X, on cherche (z,y) € X? tel que ab~! = 271y, i.e. xza = yb. 1l
suffit de montrer que Xa N Xb est non vide. Or Xa et Xb sont des parties de XX de méme cardinal que X. De
| X X| < 2|X|, on tire que | Xa N Xb| > 0.

(b) L’ensemble X "1 X contient le neutre et est stable par inversion. Il reste & montrer la stabilité par produit, i.e. que,
pour tout (a,b,z,y) € X*, ab~lzy~t € XX1.

Or Xa~' et Xb~! sont des parties de X X ~! de méme cardinal que X. De | XX ~!| < 2| X/, on tire que | Xa~'NXb7!| >
1]X]. I existe donc strictement plus de £|X| couples (a;,b;) € X? tels que aja™! = b;b~!, i.e. a™'b= a; tb;.
De méme, il existe strictement plus de 2|X| couples (z;,y;) € X? tels que 271y = xj_lyj. Au moins un des a; est
donc égal & l'un des z;. Et alors a= bz~ 'y = ai_lbi:rj_lyj =a; 'y; € XX,

RMS 2024 424 X ESPCI PC

On veut montrer que, pour tout entier n € N*, il existe m € N* et (g1, ,&5,) € {—1;+1}™ tel que n =Y ;" | exk>.

(a) Prouver la propriété pour tout n € {1;2; 3}.
(b) Développer les polynémes (X + 3)% — (X +1)? et (X +4)? — (X + 2)? et conclure.

SOLUTION. —
(a) 1=12,2=-12-22-324+4% et 3 =—12 422,
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63.

) (X+3)?2—-(X+1)2=4X+8et (X +4)? - (X +2)2=4X+12,dot (k+1)2 - (k+2)2 - (k+3)2+(k+4)2 =4
pour tout k € N.
La division euclidienne de n par 4 donne n = 4q + r et r < 4. On décompose alors r en utilisant la premiére question
et on écrit 4¢ en sommant g expressions consécutives de 4 obtenues précédemment.

RMS 2024 519 Mines Ponts MP MPI

Déterminer tous les couples (m,n) € N? tels que 3™ = 8 + n?.

SOLUTION. — Analyse : en réduisant modulo 2, il vient 1 = 3™ = n?[2], donc n est impair. Et en réduisant modulo 4,
(—1)™ = 3™ = n? = 1[4] (car n est impair) donc m est pair. L’équation équivaut donc a (3™/2 4+ n)(3™/2 —n) = 8. D’ou

on tire que (3™/2 +n,3™/% —n) € {(4,2);(8,1)} et méme que (3™/2 +n,3™/2 —n) = (4,2) car 3™/2 + n et 3™/% —n
ont la méme parité. D’ou, §’il il y a une solution, alors c’est (m,n) = (2,1).

Synthése : 32 = 8 + 12, donc I’équation 3™ = 8 + n? posséde une unique solution (m,n) = (2,1).

RMS 2024 12 ENS MP MPI

Soient un entier n € N* et une transposition (ab) telle que 1 <a < b <n.

(a) Soit un entier n € N*, Montrer que la transposition (12) et le cycle ¢ = (12---n) engendrent le groupe symétrique S,,.

(b) Montrer que la transposition 7 = (13) et le cycle ¢ = (1234) n’engendrent pas le groupe symétrique S4. (On pourra
s'intéresser 3 la parité de 7(i) — i et de c(i) — 7 pour tout ¢ € [[1,4].)

(c) Montrer que la transposition (ab) et le cycle ¢ = (12 - -n) engendrent S,, si, et seulement si, b— a et n sont premiers entre
eux.

SOLUTION. — Notation : on confond chaque élément k de Z avec 'unique élément de [1,n] congru a k¥ modulo n. On

rappelle que, pour toute permutation o € S,, o(ab)o™! = (c(a)a(b)).

(a) Pour tout k € [1,n], c*(12)c™* = (k + 1k + 2) appartient au sous-groupe G engendré par (12) et c. Puis (kk +
1)(1k)(kk+1) = (1k+1) prouve par récurrence que chaque transposition (1k) appartient & G. Et (15)(1k)(14) = (jk)
prouve que G contient toutes les transpositions. Or les transpositions engendrent .S,,, donc G = S,,.

(b) Pour tout i, 7(i) — ¢ est pair et o(i) — ¢ est impair. Par suite, pour chaque f appartenant au sous-groupe G engendré
par T et o, la parité de f(i) — i est un invariant au sens ou elle ne dépend pas de i. Ce n’est pas le cas si f = (12),
d’ou (12) ¢ G, donc G # S,,.

(c) Si b— a n’est pas premier avec n, alors on pose le pged d = (b — a) A n et le sous-groupe G engéndré par (ab) et

(12---n). Comme & la question précédente, pour tout f € G, f(i) — 4 est invariant modulo n, d’ou (12) ¢ G, donc
G # S,.
Réciproquement, supposons que b— a est premier avec d. Pour tout k € [1,n], c*(ab)c™* = (k + ak + b) appartient au
sous-groupe G engendré par (ab) et c. En particulier, (1,1+b—a) € G. Puis (1+k(b—a)l+(k+1)(b—a))(11+k(b—
a))(1+k(b—a)l+(k+1)(b—a)) = (114 (k+1)(b—a)) prouve par récurrence que chaque transposition (114 k(b—a))
appartient & G. Or il existe k tel que k(b — a) = 1 car b — a est premier avec d par hypothése, d’ou (12) € G, donc
G = S,, d’aprés la premiére question.
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67.

2 Analyse

2.1 Suites & séries numériques

RMS 2013 993 CCP PSI

Soit (un)nen définie par ug > 0 et u,y1 = S_T; Nature de la série de terme général u,,.

SOLUTION. — On remarque que 0 < u, pour tout n > 0, puis que 0 < up41 < %H car e <1 si u, > 0. Par suite,
(un,) converge vers 0, par le théoréme des gendarmes.

D’ott e7"» tend vers 1, donc on a uy,4q ~ #_1 donc la série > u, diverge.

RMS 2006 1124 CCP PC

Soit >, un une série convergente a termes strictement positifs. Montrer que les séries 3 -, @ et > .50 e~ 1/un

convergent.
SOLUTION. — On applique I'inégalité V(a,b) € R?, ab < %(a2 +b?) avec a = \/u, et b= % On obtient

Uy, 1 1
VYneN*, 0< Y <=|up+—=]).
n 2 n?

Y converge aussi.

L, . L, 1
Comme les deux séries de termes généraux u, et .5 convergent, > -,

On sait que lim_, ze® = 0. Comme la série Zn>0 uy, est convergente, alors la suite (u,) converge vers zéro. Comme de
plus u, > 0 pour tout n, la suite de terme général fui diverge vers —oo. Par croisances comparées, la suite de terme
n

général — < [ converge vers zéro, donc e~'/%» = o(u,). Comme la série Zn%) Uy, converge absolument, Zn20 e~ 1/un
converge aussi.

RMS 2013 1061 CCP PC

Soit (uy,) définie par ug €10, 5[ et Vn € N, up 1 = sinu,.

(a) Montrer que (u,) converge et préciser sa limite.
(b) Etudier la limite de “»t:="~En déduire la nature de la série de terme général u>.

(c) En étudiant In(*2+L), montrer que la série de terme général u? diverge.

SOLUTION. —

(a) La suite de terme général u,+1 = sin(u,) est minorée par 0 (on le montre par récurrence) et décroissante (car
Vz > 0, sin(xz) < z). Donc elle converge. Sa limite est un point fixe de sin, or le seul point fixe de sin est 0 (on le
prouve en étudiant la fontion « — = — sinz). Donc la suite (u,,) converge vers 0.

(b) Un développement limité fournit $2%=% = —2 4 o(1) donc, puisque u,, — 0 quand n — 00, on a
quand n — +00.

On en déduit Péquivalence u3 ~,, 1 oo —6(un+1—uy,) & termes positifs, et la somme partielle de la série > (41— uy)
converge (somme partielle télescopique ) car (u,,) converge, donc par équivalence, la série de terme général u> converge.

Un+1—Un _1
u3 - 6

n

(¢) (Voir aussi la derniére question de ’exercice 67.) On a ln(“““) = In(SMln) ~ shiln ] — sittinztn 12 3 termes
n

Un

négatifs. La série de terme général u2 a méme nature que la série de terme général In(“2) = In(up41) — In(uy), et
celle ci diverge (on le voit par somme partielle télescopique, sachant que In(u,) — —00).

RMS 2014 668 Mines Ponts PSI
Soit la suite définie par ag > 0 et a1 =1 — e .

a) Etudier la limite de cette suite.

(b) Déterminer la nature de la série de terme général (—1)"a,.
(c) Déterminer la nature de la série de terme général a2.

d) Etudier la série de terme général ln(“"“) En déduire la nature de la série de terme général a,,.

SOLUTION. —

(a) Pour tout réel x, e* > 1+ z, d’ott an41 < a, pour tout n, donc (a,) est décroissante et, par récurrence, est minorée
par 0, donc (a,) converge. Sa limite vérifie £ = 1 — e~* donc £ = 0.

(b) La série > (—1)"a,, est alternée et vérifie les hypothéses du CSSA : elle converge.

2
c) On effectue un développement limité : puisque a,, = 0, a1 = a, — =2 40 (a onc a; ~ 2(a, — any1) dont la série
On effect dével t limité : pui 0, an+ 2 +o(ap)d 2~2 +1) dont la séri
converge car ses sommes partielles sont télescopiques et la suite (a,) converge.
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(d) (Voir aussi la derniére question de l'exercice 66.) S, = > ;_,1 =1Ina,41 —Inag - —oo donc la série diverge.

ag

En reprenant le développement limité précédent, on a In a”“ ~ 7“7" (< 0). On en déduit que Y a, diverge.

68. RMS 2013 688 Mines Ponts PC

69.

70.

Soit f € CO(Ry, Ry ) bornée et intégrable sur R,. On pose a = supg, f.

(a) Soit n € N. Montrer que f™ est intégrable. Soit u, = 0+°° .
(b) Si @ < 1, montrer que la série de terme général u,, est convergente.

(c) Si > 1, montrer que la série de terme général u,, est divergente.

SOLUTION. —
(a) Comme 0 < f* < a" !f et comme f est intégrable sur R, alors f™ aussi, donc la suite (u,,) est bien définie.

(b) Si a < 1, I'inégalité de la question précédente montre que 0 < u,, < uja™ !, qui est le terme général d'une série
géométrique convergente. On en déduit que Y u,, converge.

(c) Sia>1, il existe tg € Ry tel que f(tg) > 1. On choisit A tel que 1 < A < f(to). La continuité de f donne 'existence
d’un intervalle J C R non banal, contenant tg, tel que f > A sur J. Si £ > 0 est la longueur de J, la positivité de f

montre que
—+oo
un:/ f”}/f”}ﬁ)(’.
0 J

Le minorant étant un terme général de série géométrique divergente, on conclut que Y u,, diverge.
RMS 2012 1327 CCP PC
Soit f € C°(R,C) 1-périodique et, pour n € N*, u,, = f:“ @ dt.
Montrer que la série de terme général u,, converge si, et seulement si, fol ft)dt =0.
SOLUTION. —
Le changement de variable ¢t = n + z dans l'intégrale qui définit w,, et la périodicité de f montrent que

O YO T W CTE Py Ay N

On pose M = f01 z|f(z)| dz. Comme 0 < —— < L pour tout z € [0, 1], I'inégalité triangulaire montre que | fo 2/@) g <

T n(n+z)
1t 1
=— t) dt =
n/o 0 +O(n2>

Soit ( fo t)dt la valeur moyenne de la fonction 1-périodique f. Si cette valeur moyenne est non nulle, alors

%, ce qui achéve de prouver que

Up, ~ %, donc la série de terme général u,, diverge. Si elle est nulle, u,, = O(?), donc la série en question converge.
RMS 132 1163 CCP PSI 2021, RMS 130 1236 CCP PSI 2019

Soient deux suites réelles (a,,) positive et (u,) définie par ug > 0 et uy4q = 3 (un +uZ + a%) pour tout n € N.

(a) Comparer u, 1 — u, et a, pour tout n € N.

(b) Déterminer un équivalent de a,, dans le cas ol u, = ;5.

(c) La convergence de la suite (u,) implique-t-elle la convergence de la série > a,, ? Et réciproquement ?

SOLUTION. —

(a) Pour tout n € N, tpq1 —up = 3 (x/u% +a2 —un). Et v2 + a2 < (u, + a,)? car u, et a, sont positifs, donc
Upt1 — Up < %an.

(b) Siwu, = nLH, alors an, = 2\/Up/Unt1 — Up ~ %

(c) La deuxiéme question prouve par un contre-exemple, que la convergence de la suite (u,, ) n’implique pas la convergence
de la série Y ay,.
Réciproquement : supposons que la série Y a,, converge. Les suites 11 —uy, €t a, sont positives et, d’aprés la premiére

question, un11 — Uy < %an. Par comparaison de séries a termes positifs, on en déduit que la série > (upy1 — up)
converge. D’ou la suite S, = Y _,(ur+1 — ux) des sommes partielles converge. Donc u,+1 = ug + S,, converge.
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71.

72.

73.

74.

RMS 2007 912 CCP PSI

Soient, pour tout réel ¢t > 1, f(t) = et, pour tout entier n > 1, u,, = f("ﬂ f(t)sintdt.

t
i1
Etudier le sens de variation de la fonction f, le sens de variation de la suite (|u,|) et la nature de la série ) u,,.

SoLuTION. — Comme f est positive et comme la fonction sinus est du signe de (—1)" sur [nm, (n + 1)7], la série Y u,
est alternée.

De plus, |u,| = f(nﬂ t)| sint| dt. On cherche & montrer que la suite (Ju,|) tend vers 0 en décroissant.
La fonction f est de classe C! et décroissante sur [1,+o0| car
C+t+1-t2t+1) —t*+1
Vi e [1, , f(t <0.
Lol fO=—m g2 ~ @rieip

Alors, pour tout n > 1, le changement de variable t = u + 7 (qui est bien de classe C! dans la deuxiéme intégrale montre
que
(n+1)m (n+2)7 (n+1)7
| — |tmsa] = / F(8)] sin | dt —/ F(8)] sint| dt = / (F(t) — f(t+ ) |sint|dt > 0
nm (n+1)7 nmw
puisque f est décroissante sur [1,+oo[ et que nm > 1. On en déduit que (|uy|)n>1 décroit.
Enfin, la majoration de |sin| par 1 et de f par f(nm) sur [nm,(n + 1)x] montrent que |u,| < 7 f(nm) ~ 1, donc que
limu,, = 0.
On conclut que > u, converge d’aprés le théoréme spécial des séries alternées.
RMS 2008 980 Télécom Sud Paris PSI, RMS 2013 657 Mines Ponts PC, RMS 2014 751 Mines Ponts PC

_ (=1)" cos(un—1)

On considére la suite (u,) définie par ug € R et VYn € N*, u,, = - . Nature de la série de terme général wu,, ?

SOLUTION. — Pour n > 1, on a |u,| < l, donc la suite de terme général u,, tend vers zéro, donc on dispose du
2
développement limité cos(u,_1) = 1 — “%=% + o(u,_1)2. Par suite
—1" —1 nu27 ’LL27
un:( ) _( ) n1+0<n1 :mn"’yn"'_o(yn)v
n 2n n

avec des notations évidentes pour les suites (x,,) et (y,). La série > x,, converge, par application du théoréme des séries
alternées. Comme |y,| < m pour tout n > 2, d’olt ¥, + o(y,) = O(-5), donc la série Y (y, + o(yn)) converge
absolument.

Finalement ) u,, converge.

RMS 2012 328 X ESPCI PC

Mots-clés : transformation d’Abel

Soit (u,) € RY. On suppose que (u,,) est décroissante et que la série de terme général u,, converge.

(a) Montrer que -7 _our = (n+ 1wy + > 5y k(ur—1 — ui) pour tout n € N*,

(b) Montrer que la suite de terme général (n + 1)u,, converge. En déduire que nu,, — 0 quand n — +oo.

SoLUTION. — (La transformation d’Abel est ’analogue discret de I'IPP, c’est-a-dire qu’elle est aux séries ce que I'IPP
est aux intégrales.) Comme la série converge, la suite (u,) converge vers zéro, et comme elle décroit, elle est positive.

On note S la somme de la série de terme général u,. On effectue une transformation d’Abel sur la somme partielle
= D p_o Uk : la positivité des u, permet d’écrire que

n n+1

S}Snzz%—kl—k)uk—z (k+1) uk—Zkuk—Zkuk 1—Zkuk— (n+1) un+2kuk 1— Uk)

k=0
n
> Z E(ug—1 — ug).
k=1

Comme la suite (u,,) décroit, la série > k(ur — ug—1) est & termes positifs, et I'inégalité ci-dessus montre que ses sommes
partielles sont majorées, donc elle converge. Par différence, on en déduit que la suite de terme général (n + 1)u, =
S, — ZZ=1 k(uk—1 —ug) converge. On note ¢ sa limite. Si cette limite est non nulle, alors w,, ~ n%;_l ~ %, et la série > u,
diverge, ce qui est impossible. Par suite, £ = 0, et ’égalité (n + 1)u,, = nu,, + u, avec (u,) de limite nulle montre que

lim(nu,) = 0.

RMS 2013 344 X ESPCI PC
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75.

76.

e

(a) Soient deux réels a et b tels que b > a. Etudier la limite de la suite des réels (b+ ¢/n)" — (a + ¢/n)>.
(b) Montrer que I'ensemble E = { ¢/m — /n, (m,n) € N?} est dense dans R.

SOLUTION. —
(a) Utiliser lidentité y3 — 23 = (y — 2)(y* + zy + 22).
(b) Il s’agit de montrer que, si a < b dans R, alors il existe z € F tel que a < z < b.

On cherche des entiers naturels m et n, tels que a + ¢/n < ¢/m < b+ ¢/n ou encore (r — x> étant strictement
croissante sur R) tels que

(a+n)’ <m< b+ n)’
Or la longueur L, de lintervalle [(a + ¢/n )3, (b + ¢/n)3[ tend vers +oo d’aprés la premiére question. Il existe donc
ng € N tel que L,,, > 1 et aussi (quitte & augmenter ng) tel que a + &ng > 0. Cela assure Pexistence de myg, entier
naturel, dans l'intervalle [(a + ¥/ng)?, (b + ¢ng)?3]. Pour finir, xo = &mqg — &/no € EN [a,b].
RMS 2024 722 Mines Ponts MP MPI

Soient (u,) une suite décroissante de réels positifs et (v,,) la suite définie par v, =
la série > w,, converge, alors la série ) v,, diverge.

Hn;’ﬁun pour tout n € N. Montrer que : si
SOLUTION. — 0 < Zu, < Zggkgn uy, car la suite (u,) est positive et décroissante. Si la série > u, converge, alors
Zggkgn ug = S, — S(%] tend vers 0 car les sommes partielles S,, et Sf%W convergent vers la méme limite finie. D’aprés
le théoréme des gendarmes, S u, tend donc vers 0.

D’ou 0 < nu, est inférieur a 1 & partir d’un certain rang. D’ou v,, =
> v, diverge.

1
e 2 1+ a partir du méme rang. Donc la série

2.2 Intégrales

RMS 2014 1247 ICNA PSI
Trouver une condition nécessaire et suffisante sur le réel o pour que l'intégrale f0+°° (1 — e~ Y/V®) dx converge.

SOLUTION. —
e La fonction z +— z%(1 — e~1/V?) est continue positive sur ]0, +-00].

e Comme z%(1 — e~ "/V®) ~ 2 quand = — 0, lintégrale fol 2%(1 — e~"/V*) dz converge si et seulement si o > —1.
e Comme z%(1 — e~ V/V®) ~ £71/2 quand & — +oo, l'intégrale f1+oo (1 — e~Y/V*)dx converge si et seulement si
a < —1/2.
Conclusion :

+o0 1
/ 2%(1 — e V¥ dz converge «—= —1<a< —3’
0

RMS 2014 1249 ENSAM PSI
Soit f € C°(R,,R,) et F sa primitive qui s'annule en 0.

+oo  F(t)
(1+¢)2

+oo  F(t)
(1+t)*

oo f(t) +oo _F(t)
1+t dt et f (1+¢)2

dt > ()pourtoutx>0

(a) Montrer que : si [ T

dt converge, alors [

(b) Montrer que les deux intégrales fo dt sont de méme nature et comparer leur valeur.

SOLUTION. —

(a) On suppose que fo o f JS;Q dt converge. En utilisant la croissance de F' (c’est la primitive d’une fonction positive) et

la convergence de fo (litt)Q, on montre que, pour tout x € R :
+oo +oo +oo
F(t) dt 1 F(x)
dt > F Y P |-——| = .
/z (1+1)2 (x)/z (11172 (x)[ 1+tL 1tz
(b) Soit x € R4. Une intégration par parties sur le segment [0, z] (justifiée car les fontions t — F(t) et ¢ — 1T-t sont de

classe C') montre que

Cre . [F®]T v F®) _ F() v R
0 mdt[1+t]o+/o (1+t)2dt1+x+/0 (1+t)2dt'
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_F@)
(1+6)2

De la question précédente, on déduit que : majoré par un reste d’intégrale convergente, le quotient posmf
tend vers zéro quand x — +o0.

e On suppose que fo dt converge.

1+:c

On en déduit que fz {3 dt converge et a la méme limite que f (H_t;Q dt. Donc
“+o0 “+o0
t F(t
[T IO [,
0 1+t 0 (1+1)
+oo f(t)

dt converge. Comme f > 0, il en est de méme de F', et la relation ci-dessus montre que

A0 "I a0
Lammes s

e On suppose que [ 1

@)

a0 dt converge d’aprés le théoréme

» F®)  qt étant croissante et majorée, 'intégrale f0+

La fonction z — [; (e

de la limite mnotone.
e En conclusion : les deux intégrales ont la méme nature et, quand elles convergent, elles ont la méme valeur.
78. RMS 2013 376 X ESPCI PC, RMS 2014 761 Mines Ponts PC
Mots-clés : théoréme de Cesaro pour les fonctions

(a) Soit F' une fonction continue sur R, admettant une limite finie L en +o0c. Montrer que - fo —+> L.
xr—r+00

(b) Soit f une fonction continue sur R telle que fOJrOO f(x) dx est convergente. Montrer que %j;)z tf(t)dt — 0.

T—r+00

SOLUTION. —

(a) On veut montrer que = fo t)ydt — L =1 fo — L] dt tend vers zéro quand x tend vers +oco. Autrement dit :
LIJIF(®) — L] dt| <e.

que, pour tout € > 0, 11 ex1ste c € RY tel que, pour tout

Soit € > 0 :

— d’une part, il existe a € R tel que, pour tout ¢t > a, |[F(t) — L| < § car F(t) t_:éo L par hypothése, d’ou
LIPIR@) - L de < Beg < 5

— d’autre part, il existe b € R} tel que, pour tout z > b, L [|F(t) — L| dt < § car 1 ["|F(t) — L| dt tend vers zéro
quand x tend vers 4o0.

Donc, en posant ¢ = max(a,b), on a montré que, pour tout « > c,

1 z 1 a 1 x c c
*/Iﬂﬂ—ﬂﬁz—/\ﬂw—um+—/|nm_mﬁ37+,:
0 T Jo T J, 2 2

x
Et donc, par I'inégalité triangulaire, |1 [7[F(t) — L] dt| < L [ |F(t) — L| dt < e pour tout z > c.
(b) Soit F' la primitive nulle en zéro de f. Par hypothése, F' posséde une limite finie en +00, qu’on note L et qui vaut
—+o0 . , . . POREEN
J577 f(t) dt. Une intégration par parties conduit a

0
%/‘ﬁ() 1( /AF w) Pla) - 1ZfF@dt

Comme F'(z) tend vers L quand z tend vers +00, la moyenne = fo t) dt converge vers un réel L d’apreés la question
précédente. La différence ci-dessus tend donc vers L — L =0 quand x tend vers +00.

REMARQUE — La premiére question est une version pour les intégrales du théoréme de Cesaro pour les suites, qui affirme
que : si une suite (u,) tend vers un réel L, alors la moyenne - LS o Ut tend aussi vers L. Et qui se démontre de la méme

maniére. Soit € > 0 :
n

1 n
— d’une part, Jda € N*, Vn > a, |u, — L| < 5 car u, e L par hypothése, d’ou - Z lug — L| <
k=a

Py
n 272
— d’autre part, 3b € N*, ¥n >, Z |up — L < — car — Z |ur — L| tend vers zéro quand n tend vers co.

" =0
Donc, en posant ¢ = max(a,b), on a montré que, pour tout n > c,
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79.

80.

RMS 2015 1003 CCP PSI

Existence et calcul de [, ze~l#] da.

SOLUTION. — La fonction f: x — xe™l*] est continue par morceaux sur R et 0 < f(z) < ze~*+! = o(e™*/2) quand
x — 400, donc l'intégrale étudiée converge. On a

400 +oo n+1 +oo n+1 +oo .’EQ n+1 +o0
/ fl@)dx = Z/ ze” 1l dy = Z/ ze "dx = Z e " {2} =- Z(Qn + e
0 n=0v" n=0v" n=0 n n=0

Posons g: z € Ry — E:i% g2ntl = 1= Cette fonction est la somme d’une série entiére de rayon de convergence 1.
Or on peut dériver terme a terme une série entiére sans changer son rayon de convergence. D’ou : Vo €] — 1,1], ¢'(z) =

o 2n+ 1)z = (14‘72)2, donc (parce que e~! €] —1,+1[) : 72 2n+1)e ™ = ¢'(e~1/?) = (11% On conclut que
+o0 too -1
1 1 1+e
el g, _ L 1 1te
/0 xe dz = 2n§:O(2n+1)e EETEEr=r

Un exercice en rapport : RMS 2011 1140 Télécom Sud Paris PC
Montrer que l'intégrale foﬂo |z ]e™® da est convergente et qu’elle vaut :11

SOLUTION. — On note f la fonction z € [0, +00[+ |z|e~*. La continuité par morceaux de f et la limite lim o, 2% f(x) = 0
montrent que f est intégrable sur [0, +00[. On calcule ensuite fon f(z)dx pour n € N, en effectuant le changement d’indice

j=k+1:

k n—1 n—1
/ flz)de = Z/ +1 e ¥dx = Z k (e‘k - e_(kH)) Z ke " — Z (j— e = Z e " —(n—1e™m
k=0 7j=1 k=1

Comme f0+°° f(@)dz = lim, 4o [y f(2) da et limy, oo (n — 1)e™™ = 0, on obtient

+oo b e
/0 |x]e™ dx—Ze T T

RMS 2014 781 Mines Ponts PC & RMS 2016 852 Centrale PC

Soit F': x»—>f+°°§,+tdt

(a) Montrer que la fonction F' est de classe C' sur R¥.
(b) Former une équation différentielle vérifiée par I’ et en déduire la limite de F' en 0.

(c) Déterminer un équivalent de F' en +oo.

—t

SOLUTION. — On pose f: (z,t) € (R})? = S5

(a) Soit @ € R%. On applique le théoréme de dérivation sous le signe intégral en utilisant la domination

e—t

< (t) = @t

Y(,t) € [a, +oo] xR, ’ or ‘—‘(_1)42 <

sans oublier auparavant de montrer que, pour chaque x, la fonction ¢ — f(x,t) est intégrable . On en déduit que F
est de classe C! sur [a, +o00[ pour tout a > 0, donc sur R¥.

* +oo 9 +oo —t

Ve €RY, Fl(x) = [ gz, t)dt = — [ e
(b) F'(z) = —2+F(z) en intégrant par parties. D’ot F’(x )—F(m) = —1. On résout cette équation différentielle en faisant

varier la constante et on trouve ainsi que : F'(x ( f ) ,ou K est une constante. Or <t — oo

z—0
Donc F(z) — +o0.
z—0t
too _ + _

(c) 2 —F(x)= [, et (%_TJFJ dt = [T®e tx(:wt dt =0 (%) quand z — +o0

car f0+°° - m(zH) dt = et bdt < f+oo ~tdt, o u 'intégrale fo *te~t dt est bien convergente.

81. RMS 2013 917 Centrale PC

Soit F: x v [ fﬁi—a: dt.
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(a)
(b)

Montrer que I est définie et continue sur R, dérivable sur R*, .

Calculer les intégrales f0+°° te~tdt et f0+oo t2e~* dt. Etudier la limite de 1 — 2F'(z) quand = tend vers +oc. Conclure.

SOLUTION. —

(a)

(b)

Soit, pour tout (z,t) € R} x R%, f(x,t) = t+1 On applique le théoréme de continuité sous le signe intégral en
utilisant la domination |f(x,t)| < e™!. On conclut que F est définie et continue sur R .

Soit a > 0. On applique le théoréme de dérivation sous le signe intégral en utilisant la domination

af
ox

te™? te™t

at? S w(t) ="z

te~t
(z+1)?

V(x,t) € [a, +oo] xR, (gc,t)’ = ’(—1)

Cette fonction o est bien intégrable sur [0, +oo[ car te~t = te~*/2¢7*/2 = o(e~*/?) quand t tend vers +oo.

On en déduit que F est de classe C! sur [a, +oo[ pour tout a > 0, donc sur R% .
tetdt =1et [P 2 dt = 2.
1—2F(z) = +°O (1_t+7:c> dt = Iterdt Dou0<1l-zF(z) <1 0+°Ot26_tdt.Donc0§l—xF(x)S%.

Dou 1 — :cF( ) = 0 quand z tend vers +oo. Donc F(z) ~ 1 quand z tend vers +oo.

82. RMS 2016 795 Centrale PSI

. . ht
On considére la fonction F: z / e ot ST dt.
(a) Déterminer I'ensemble de définition de F'.
(b) Déterminer la limite de F' en +oo.
SOLUTION. —
t sht

(a)

Pour tout x € R, la fonction ¢ — e™* est continue sur R% , positive, et Sht — 1 quand ¢ — 0 donc l'intégrale est

faussement impropre en 0. Et comme bht ~ 7 quand t — +00, on obtient

_sht e(l=2)t
(& _— ~ .

t t—+oo 2t

Lorsque x > 1, on a donc e~ %ttt Sht = 04 (75) donc la fonction est intégrable. Lorsque z < 1, on a au contraire
}5 = O400(e™ Sht) et comme ¢ H + n’est pas intégrable, alors l'intégrale diverge. Finalement F est définie sur

DF:]1;+OO[.

Pour z > a > 1, on peut par exemple encadrer l'intégrande par V¢ > 0, 0 < e*“ShTt = e*‘”ShTte*(m*a)t < Me~(@—a)t,
ou M = sup (e*atShTt,t € Ri) En effet la fonction ¢ — e’“t¥ est bornée, puisque continue et de limites finies en 0
(1) et en 400 (0).

En intégrant, il vient 0 < F(x) Mf+°° —(z—a)t gy —

F(z) —— 0.

T—+00

AUTRE METHODE — Soit une suite (u,) tendant vers +oo : d’une part, e*“"“hTt — 0 pour tout ¢ €]0, +oo[; d’autre
n—oo
part, u, > 2 & partir d’un certain rang, d’ott e~ ¥n*sht < =2tshi Op J'intégrale f0+°° e 2t5bt gt est convergente (car

on a montré ci-dessus que F'(2) est défini).
Donc f0+°° e*“"tS}T‘t dt tend vers zéro d’aprés le théoréme de la convergence dominée.

Ceci est vrai pour toute suite (u,) tendant vers +oo, donc f0+°o e*"”tsg—t dt tend vers zéro quand x tend vers 4oo
d’aprés la caractérisation séquentielle de la limite.

2.3 Suites & séries de fonctions

83. CCP PSI 2021

+oo /3
(a) Prouver que, pour tout n € N, I'intégrale J,, = /
0

(b) Montrer que la suite des réels J,, converge vers le réel K = f

nl sin <n1/3)

T dt est convergente.

1+t3
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84.

85.

86.

(c) A l'aide d'un changement de variable, prouver que K = f0+ dt et en déduire la valeur du réel K.

1+t3

/3 gin( —t~
SOLUTION. — Soit f,(t) = "51“;#

(@) |fa(®)] < % ~ 2 quand ¢ tend vers +o0o. Donc l'intégrale .J,, est convergente d’aprés le critére de Riemann.
(b) Chaque fontion f, est contlnue par morceaux sur [0, +o0[ et la suite (f,,) converge simplement vers la fonction contlnue

par morceaux f : ¢+ = car sin () ~ f/3 quand n tend vers co. De plus, pour tout ¢ € [0, +oc[, | f,(t)] <

1+t3
car |sinz| < 2 pour tout réel x positif. D’ou f fn(t)dt tend vers f f(t)dt d’apres le théoréme de la convergence
dominée. Donc la suite des réels J,, converge vers le réel K.
(¢) Le changement de variable ¢ — 1, qui est bien C! et strictement monotone sur |0, +o0[, prouve que K = f e s d

Par suite 2K = f+oo e dt. Or s = g et 2 —t+1=(t— 5)*+ 5 = § [1 4+ 3(t — 3)?]. On se ramene, par le

changement de variable ¢ — T(t - l) qui est bien C! et strictement monotone sur ]0, +o00[, & un calcul d’arctangente
[ t+1 dt = 3[

RMS 2013 1005 CCP PSI, RMS 2008 982 TPE PSI, RMS 2013 1005 CCP PSI, RMS 2015 748 Mines
Ponts PC & RMS 2016 849 Centrale PC

Mots-clés : primitives itérées
Soient (a,b) € R? avec a<b, feCa,b],R) et (fn)nen la suite de fonctions définie par fo = f, et, pour tout n € N et

pour montrer que fo

tout x € [a,b], for1(z) = [ fu(t) dt. Montrer que la série de fonctions de terme général f,, converge normalement sur [a, b]
et déterminer sa somme S Z _o fn en résolvant une équation différentielle.
SOLUTION. —
e Comme f est continue sur [a, b], f est bornée. Posons M = || f[|c. Pour @ € [a,b], |f1(2)| < [7 M dt = M(z — a),
donc | fa(z)| < [T M(t —a)dt = M (z — a)?, et par récurrence, pour tout n € N, |f,(z)| < Jr\f(x —a)™.

Il en resulte [ fulloo < 2(b—a)” et, comme > M (b — a)" converge, la série 3° f,, converge normalement sur [a, b).

e Pour tout n € N, la fonction f,11: 2z — ff fn(t)dt est de classe C' puisque f,, est continue, et fhe1 = fn. L'étude
faite ci-dessus montre que ) f;, | ; est normalement convergente sur [a, b] et que Y f,41 est simplement convergente.
On en déduit que T := >0 | foy1 = S — f est de classe C* et que T" = (S — f)' = S =T + f sur le segment [a, b]

o Il s’agit de résoudre ’équation différentielle

—T=f
avec la condition initiale T'(a) = 0, puisque f,(a) = 0 pour tout n > 1. Les solutions de ’équation différentielle sont
de la forme z — e ([ e~' f(t)dt + ¢), ou c est une constante réelle. La condition initiale donne ¢ = 0. Finalement,

+oo T
VweR Y fule) = Ja) + T(@) = fa) e [ et

RMS 2009 1050 Centrale PC

Quel est I'ensemble de définition de f : z — > 1};% ? Cette fonction est-elle continue?

SOLUTION. — Soit f,(x) = 1_{36,1 :si ¢ = —1, alors f,(z) n’est pas défini pour tout n. Si z = 1, alors f,(z) = 3 ne

tend pas vers 0, d’ou la série numérique Y f,,(z) diverge grossiérement. Si |z| > 1, alors f,(z) — 1 # 0, d’ou la série
n—oo

numérique Y f,(z) diverge grossiérement. Si |z| < 1, alors |f, ()] ~ |z|?, or la série numeérique Y |z|™ converge car
n— 00

c’est une série géométrique de raison |z| €] —1,+1[, d’ou la série numérique . f,,(z) converge absolument. En conclusion,
le réel f(x) est défini si, et seulement si, z €] — 1, +1[.

Soit a €]0, +1[ : pour tout = €] —a, +al, | fn(z)] < 5 |1"|‘£|n < 7% Or la série numeérique ) ;% converge car 1< "n ~am.
Ceci montre que la série de fonctions Y f,, converge normalement sur [—a, a], Or chaque f, est continue sur [—a, a]. D’ou
f est continue sur [—a, a] pour tout a tel que 0 < a < 1, donc sur | — 1, 1].

RMS 2016 937 CCP PSI

Montrer que S(z) =Yo7, W est défini pour tout réel z et que, pour tout z # 0, S(z) = S(1). Etudier la limite de S
en +0o0.

SOLUTION. —

Soit fr(z) = nz(%nm%) Si z =0, alors f,(x) = 0. Si z # 0, alors #;l = Zig=r- Or, Vt €]0,+oo[, t + 1 > 2, donc
1

#| < & et |fn(2)] < 525 (valable également pour x = 0) ce qui prouve que la série converge normalement sur R.
De L, on tire que f, (1) = fu(2) et donc que S (1) = S(x) pour tout z # 0.

l\’!l +x n xT
On a déja établi la convergence normale sur R, et comme les f,, sont continues, .S I'est aussi.
En particulier, S est continue en 0, d’ou S(z) — S(0) = 0 quand z — 0. Or S (2) = S(z), donc S(z) — 0 quand
T — +0o0.
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AUTRE METHODE : L’équivalent f,(z) ~ ﬁ — 0 quand © — +0o0, et la convergence normale de la série montrent, avec
le théoréme d’interversion somme-limite, que
lim S(z) =

r— 400

87. RMS 2016 513 Mines Ponts PSI
Soit S: x € R} Zn o n‘(;ln)

a) Montrer que S est définie et de classe C* sur R . Etudier le sens de variation de S
b) Etudier les limites de S en 0 et en +oo.

c) Montrer que Vo € RY, S(z) — S(x +1) = =

d) Déterminer un équivalent de S en 0T et en +oc.

(
(
(
(

SOLUTION. — Pour tout n € N, posons f,,: z € R+* — n(,(‘;jn)

(—1)"
nl(z+n)

(a) Fixons x > 0 : la série numérique > f,,(x) est absolument convergente car < L et la série Y- & converge.

Les f,, sont de classe C! et : Vo € R*, f/(x) = D™ Shit >0

n!(z+n)?
1

!
Va € [a,+oc[, VneN, [fi(z)< Matn)?

terme général d’une série convergente. Donc la série de fonctions Y f/ converge normalement sur [a, +oo[. Il résulte
du théoréme de dérivation terme & terme que S est de classe C' sur [a, +-00[ pour tout a > 0, donc sur R% . Et

S~ _(=pH

Vo eRy, S(z)=) Famy
n=0

Cette série vérifie le critére spécial des séries alternées, donc la somme est du signe de son premier terme, & savoir
négatif. Donc S est décroissante sur R .

. , . L. , , < . ives -
b) Du critére spécial des séries alternées résulte I’encadrement de la somme par deux sommes partielles successives
1

1
Ve >0, —
r x+1

<S(x) <

8=

D’ou limg+ S = +oco et limy o S =0

REMARQUE : on en tire aussi que S(z) ~ + (z — 0T) car S(z) — 1 (z — 0T), ce qui est demandé a la derniére
question.

AUTRE METHODE : S(z) = 1 + S fulx) et Vo > 0, Vo > 1, |fu(z)] < —L., donc > n>1fn est normalement
convergente sur R, donc, d’ apres le théoréme de la double limite :

— d’une part, sa somme tend vers la limite finie Z+°° (ni), quand z tend vers 07T et il en résulte que limg+ S = +00;

— d’autre part, lim, .S = 0.

(c)

+oc0 +oo +00 +oo —
N D G I S G VAT S G VA
xS(x)—S(z+1)—2)n!(x+n) —Zn!(x+1+n) _T;n!(x+n) ; (n—1)Nz+n)

—1+Z x—l—n):l.

e

(d) De zS(z) — S(z+1) =1, on tire que :
— d’une part, x5(z) — 1+ 5(1) par continuité de S en 1, or S(1) =1 — 1, d’ot 25(x) — 1, donc S(z) ~
z— T—
7 (@—=0%);
— d’autre part, x5(x) — 140 car limyo S =0, donc S(z) ~ L (z — +o0).
z—0

xTe

88. RMS 2013 606 Mines Ponts PSI, RMS 2016 512 Mines Ponts PSI & RMS 2016 583 Mines Ponts PC
Pour tout n € N*, on pose f,: z € R — 2+ =. Montrer que la fonction f: z Z:::’L (2) est définie sur R. Etudier la
limite de f en +o0 et en —oo. Montrer que la fonction f est continue mais que la série de fonctions Y f,, ne converge pas
uniformément sur R.

SOLUTION. —
Les fonctions f,, étant impaires, f 1’est aussi.
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Pour = = 0, la série est clairement nulle, donc convergente.

2t - _ L. L
Pour t # 0, on a |—2t5| ~ |—2‘ uand n — +o0o, qui est le terme général d’'une série convergente, donc la série de
) n2+t n ? ?

fonctions Y f,, converge simplement sur R. La fonction f est donc définie sur R.
On fixe z € R¥. La fonction ¢,: t € [1,+oo[— zf—ftz est continue et décroissante, d’oli, en comparant série et inté

grale : [ o, (t)dt < f(x) < 0+°° () dt, soit

1
1 £\]+° £\
T — 2arctan () =2 {arctan (ﬂ < flzx) €2 {arctan <)] =T.
r T/ Ji=1 /) Ji=0

En passant a la limite quand z tend vers ’infini, on obtient lim ., f = 7 et, par imparité, lim_, f = —.

2c

Pour tout = € [a,b] C R, en posant ¢ = max{|al,|b|}, on a : |=2=| < 2¢, la série de fonctions converge donc
n*+x n

normalement sur tout segment inclus dans R. Comme, pour tout n € N, f,, est continue sur R, on en déduit que f
est continue sur R.
Mais cette série ne converge pas uniformément sur R* : par comparaison a l'intégrale, R, (z) > / ++Of e dt =

n
n+1
T

Z — arctan , donc

2

z n—-+oo

1
[Rnlloc = sup <7T _ arctan 2T > )
ceR: \ 2 2

AUTRE METHODE : Chaque terme tend vers 0 quand z tend vers +oco. Si la convergence était uniforme, alors le
théoréme de la double limite permettrait de conclure que f(z) tend vers 0 quand x tend vers +o0o. Or on a prouvé
que f(z) tendait vers m. C’est absurde. Donc la convergence n’est pas uniforme.

89. RMS 2016 371 X ESPCI PC
Soit, pour chaque n € N, la fonction f,: x € R — e T,

(a)
(b)
()

Montrer que la fonction f = 3277 f,, est définie et continue sur ]0, +-ool.

Etudier la limite de f en +o0.
Montrer que limg+ f = 4o00. La série Y f,, converge-t-elle uniformément sur ]0, +-00[?

SOLUTION. —

(a)

Siz >0, alors f,(z) < e ™" et la série géomeétrique > e~ ™" converge car sa raison e~ appartient a | — 1, +1[. Donc
la série > f,.(z) converge. Finalement,
Soit a > 0 : pour tout x € [a,+oo[, 0 < f,(z) < fn(a) car f, est décroissante, ce qui prouve la convergence normale
sur [a,4+oo[. Or chaque f,, est continue sur [a,+oo[, d’ou f est continue sur [a, +oo[ pour tout a > 0, donc continue
sur ]0, +oo.
La série de fonctions Y f,, converge normalement, donc uniformément, sur [1, 4o00[. Comme lim o f,, =0sin > 1
et limy o fo = 1, le théoréme de la double limite prouve que lim o, f = 1.
(Voir aussi la question ¢ de I’exercice 90.) La fonction f est décroissante sur |0, +o00[ (car chaque f;, ’est), le théoréme
de la limite monotone garantit donc 'existence de limg+ f.
La positivité des f, montre que f > ZZ:O fr. Comme on sait désormais que les deux membres de I'inégalité ont une
limite en 0%, on peut écrire que
n n
lé{}lf}Zlé{rnfn:len—i-l.

k=0 k=0
Ceci étant vrai pour tout n € N, on en déduit que limy+ f = +o0.
Pour chaque n, limg+ f, = 1. S’il y avait convergence uniforme sur |0, +ocl, le théoréme de la double limite conclurait
que la série Y 1 converge. C’est absurde.

90. RMS 2016 938 CCP PSI & RMS 2015 666 Mines Ponts PSI
On pose f(z) = Z;ﬁ% In(1 + e~"%).
(a) Montrer que f est définie et continue sur ]0, o0
(b) Etudier la limite de f en +o0.
(c) Etudier la limite de f en 0T. (On pourra vérifier que Vt € [0,1], In(1+¢t) > £.)
SOLUTION. —
(a) Pour tout z > 0, u,(x) = In(1 + e ™) ~ ¢ ™ quand n — 400 qui est le terme général d’une série géométrique

convergente, d’ou f est définie sur |0, +o0].
Soit a > 0. Pour tout z € [a, +00[, 0 < u,(z) < up(a) donc > w, converge normalement sur [a, +oo[. Comme les u,
sont continues, f est continue sur [a, +oo[ pour tout a > 0, donc sur ]0, +00[.
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(b) On a up(xz) = In2 et pour n > 1, lim, 4o up(xz) = 0. Comme > u, converge normalement sur [1,+oco[, on peut
intervertir :
lim f(z) =1In2.

r—+00

(¢) (Voir aussi la question ¢ de 'exercice 89.) Pour la limite en 0, c’est un peu plus compliqué : les u,, sont décroissantes
donc f lest aussi donc f admet une limite £ en 0, finie ou +o0o0. On établit que V¢t € [0,1], In(1+¢) > % a l’aide du
théoréme des accroissements finis ou par une étude des variations. Pour z > 0 et n € N, on en déduit que

n

= 1 11— e+
S
= k=0
L’inégalité large f(x) > S, (x) passe a la limite, d’ot : £ > n + 1 pour tout n € N donc
{ = +o0.

91. RMS 2008 987 ENSAM PSI
Soient deux fonctions f € CY([0,1],R) et g continue et intégrable sur R, . Montrer que :

/‘f nidt>f()A+wg@ﬁM

n—oo
SOLUTION. — Soit I,, = n fol f(t)g(nt) dt. Le changement de variable u = nt montre que I, = [;* f(%)g(u) du. On définit

sur R une suite de fonctions (h,) par

0 sin < u.

hn(u) = {f(Z)g(“) si0<u<n,

La suite (h,,) converge simplement sur Ry vers la fonction continue f(0)g. Comme f est continue sur le segment [0, 1], il
existe M tel que Vt € [0,1], | f(¢)] < M. La suite h,, vérifie alors I’hypothése de domination |h,| < M|g| avec g intégrable,
et le théoréme de convergence dominée montre que

92. RMS 2015 1013 CCP PSI

In2
Pour tout n € N, on pose U,, = fo Tz dz. Montrer que U, no~ ==
SoLuTION. — Commencons, pour n € N*, par un changement de variable sur nU, = 01 l’f:n dz : on pose u = z™,du =
nz" tdx,x — 2™ est C* de [0, 1] vers [0, 1]. Alors
1 »
u
nU, = / VU .
o 1+u
Appliquons le théoréme de convergence dominée a nU,,.
- On a la convergence simple de la suite (f,, : u +— 1*_@) vers la fonction cpm f: u — 1-Tu siu€]0,1] et 0siu=0.
- La domination suivante est satisfaite : Vn € N* et Vu € [0, 1], | fn(u)] < 14—% avec u > ﬁ continue, > 0, et intégrable

sur [0, 1].

Par théoréme de convergence dominée, on a donc lim,,_, o nU, = fol f(u)du = [In(1 + u)]§ = In2, et on en déduit que

1n2

n~>+:>o n

AUTRE METHODE — Commencons, pour n € N*, par une intégration par parties : U,, = fol 117 dzx = % fol T-]—x dox =
Lzl +2m)) -2 fol In(142")de ="2240 (L) car 0 <In(142") < 2", dou 0 < fol In(1+2")de < fol " dr = L.

n+1
93. RMS 2010 849 Centrale PSI

(a) Etudier la convergence de fo e dz.

EZ
(b) Montrer que fo B da :O% W
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SOLUTION. — Pour tout x €]0,1[, on pose f(z) = 1L

r2—1"

(a) L’équivalent entre fonctions positives f(z) ~ —Inz quand z tend vers zéro montre que f est intégrable sur ]0, 1]. Par
ailleurs, lim; f = % car Inz ~ x — 1 quand x tend vers 1 : la fonction f est prolongeable par continuité en 1, donc elle

est intégrable sur [§, 1[. Finalement, f est intégrable sur ]0, 1.
(b) On sait que Yz €]0,1[, f(z) = —Z;::g 22" Inx. On pose f,(x) = 2*" Inz pour tout x €]0,1[. Comme |f,| < |In]|
sur ]0, 1] et comme In est intégrable sur |0, 1[, on en déduit que f, est intégrable. On vérifie ensuite que la série de

terme général fol | fn(z)| d2 converge pour pouvoir appliquer le théoréme d’intégration terme a terme sur un intervalle
quelconque.

Une intégration par parties (qu’il faudrait écrire sur [e, 1] avec € > 0, puis passer a la limite quand ¢ tend vers zéro),
donne

1 1 2n+1 ! 1 1 d 1 1 1
/ |x2"1nx|dx:—/ e lnzdr = — | = Inz| + / e / e = ———-
0 0 2n+1 o 2n+1J, x  2n4+1 ) (2n +1)2

La série de terme général m étant convergente, on en déduit que
1 1 +oo +o00 1 +o0
Inz 1
de = — z)de = — xr)dx = —_—
[ woee=- [ La@a=-3 [ awa=3 ooy

94. RMS 2016 951 TPE PSI

Apreés avoir justifié I'existence de I'intégrale, montrer que f0+°° e~*cosy/rdr =3 (—1)n 2

n=0 @n)l-
SOLUTION. — Pour tout = > 0, |e™® cos /x| < e™% et fOJrOO e~ * dx cobverge, d’ou la convergence absolue de 'intégrale
étudiée. De plus, cos vz = 30 ((72;))! 2™ donc
—+o0
e " cosyx = Z U ()
n=0
avec uy,(z) = %x"e‘x. On montre par récurrence avec une intégration par partie que I, = 0+°° z"e~ % dx = n! donc

f0+°° [tn ()| dz = Q"—n!)!, qui est le terme général d’une série convergente, par la régle de D’ ALEMBERT. On en déduit, avec
le théoréme d’intégration terme & terme sur un intervalle quelconque que

oo X o R nl
/0 e COSﬁdx:nZ_O/O un(x)dxznzzo(—l) )

95. RMS 2011 1150, CCP PC, RMS 2014 1262 Ecoles des Mines PSI

Justifier |'existence de I = fol it q¢. Montrer que I = Y% 1

n=1 n3"
SoLuTION. — Pour tout ¢ €]0, 1], on pose f(t) = W Comme f(t) ~ —Int quand ¢ tend vers zéro, la régle sur

les équivalents de fonctions & signe fixe montre que f est intégrable sur ]0, 3]. Comme f(t) ~ (t — 1)In(1 — ¢) tend vers
0 quand ¢ tend vers 1, on en déduit que f est prolongeable par continuité en 1, donc intégrable sur [%, 1[. Par suite,

I'intégrale I converge.

+o00 tn—l

Le développement en série entiére du logarithme montre que, pour tout ¢t €]0,1[, on a f(t) = —Int) =

. On pose
fnit€]0,1[— —1In t% de sorte que la série de fonctions continues par morceaux ), -, f, converge simplement vers f
sur |0, 1[. De plus chaque f, est continue et intégrable sur ]0,1] : c’est clair pour f; = —In qui est intégrable d’aprés le

cours, et cela résulte de ’égalité limg f,, = 0 pour n > 2. Par ailleurs, f, > 0 pour tout n > 1, donc
1 1

1 q 1 d | tn 1tn—1d tn 1
/0 | fn ()] t_/o In(t) t——[ntrﬂ]o—k/o = t_0+{n3}0_n3'

L’intégration par parties est justifiée (vérifier en intégrant par parties sur [g, 1], puis faire tendre € vers zéro). Comme la
série Zn>1 n—ld converge, le théoréme d’intégration terme & terme sur un intervalle quelconque montre que f est intégrable
sur ]0, 1] (ce que l'on savait déja) et que

1 /4o +oo .1 +o00 1
zz/o (;Mﬂ)dt:;/o Pt =3
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96.

97.

98.

2.4 Séries entiéres

RMS 2015 1009 ENSAM PSI
Soit (a,) € (Ry)Y avec a; > 1. On pose P,,: =+ S p_, axz®.

(a) Montrer qu'il existe un unique x,, € [0, 1] tel que P, (x,) = 1.

(b) Montrer que P, t1(x,) > 1. En déduire que la suite (x,,) est décroissante et qu’elle converge.

(c) On note ¢ = lim a,, et on suppose que £ > 0. Montrer que le rayon de convergence de la série entiére Y a, 2™ est supérieur
al

SOLUTION. —

(a) La fonction P, est continue et P,(0) =0 et P, (1) =Y ;_, ar > 1, donc il existe a € [0, 1] tel que P,(a) = 1 d’apres
le théoréme des valeurs intermédiaires. De plus, P (z) = >} _, kakxk L'> 0 pour tout = € [0, 1], la fonction P, donc
strictement croissante, par suite elle est injective et finalement le réel « est unique. On le note xz,,.

(b) On calcule
n+1

1
Poyi(zn) Z a’k‘r Zakxn + apt12y, =14+ an-&-leJr 2 1= Pui1(Tny1)-
k=1

Or la fonction P, 4 est croissante, donc x,, > x,+1. La suite (x,) est décroissante, minorée par 0 donc elle converge.

(c) Soit 0 € = < ¢ = inf(x,); alors Vn € N,z < z, donc, parce que la fonction P, est croissante, Vn € N, P, (z) <
P, (z,) = 1. D’ott les sommes partielles >, _, axz* de la série numérique a termes positifs sont majorées, donc cette
série est convergente. On en déduit que x < R. Or ceci est vrai pour tout 0 < z < ¢, donc

R2>.

RMS 2011 1092 CCP PSI

Déterminer, suivant a € R, le rayon de convergence de la série entiére de terme général arctan(n®)a".

SOLUTION. — On note R rayon de convergence cherché, et on pose uy(z) = arctan(n®)z™.

Comme |u,(x)| < F|z|™ pour tous a, n et z, on conclut que la série converge si |z| < 1, donc que R > 1

Soit maintenant x tel que |z| > 1. On détermine un équivalent pour n tendant vers I'infini.

— Sia>0,o0na |u,(z)| ~ Flz"

— Sia=0,0na |u,(x)| ~ Flz"

— Sia<0,on a |uy(z)| ~n®z™

Dans les trois cas, |u,(z)| tend vers I'infini quand n tend vers l'infini, donc la série diverge grossiérement. Finalement,
R=1.

RMS 2013 1017 CCP PSI

(a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére Z ST +1 CU2 2041 et caleuler flx) = Z::a 7(2;2: x2"*1 pour tout
x €] — R,+R].
(b) Montrer que, pour z €] — %, Z[, tan(2z) = {2HE0L
1
(c) Montrer que m =832 2n421 (V2 — 1)+
(d) Majorer I'erreur commise en approchant 7 par la somme partielle d’ordre N de la série précédente.

SOLUTION. —
n_ .2n+1
(a) La régle de D’Alembert donne R = 1. Pour x €] — 1,1[, on a = [ZJFOO (QT =Y (—1)ra?n = 1+1w2 car on
peut dériverer terme & terme une série entiére sans changer son rayon de convergence, donc il existe C' € R tel que
_qyn..2n41
Vee]—1,1], Ii% (12)11711 =arctanz + C. En z = 0, on trouve C' = 0, donc

+oo
1)
Vee]-1,1, f(z)= E %xznﬂ arctan x.
-0

(b) On utilise tan(a 4 b) = fanaettand

l1—tanatanb

(c) Ona (2;2:(\@ — 1)?*1 = arctan(v2 — 1). On pose a = arctan(v/2 — 1) €] — Z, Z[. Alors tan(2a) = 1, en

utilisant tana = v/2 — 1 et la question (b), donc a = 5, d’ot on déduit que

R (-
7T_87;)2n+1 (\f_

)2n+1
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99.

100.

101.

102.

_1\n . . , N L. , . _1)\2n+1
(d) La série 3272 %(ﬂ — 1)?m*+1 veérifie les hypothéses du théoréme des séries alternées car la suite % tend

vers 0 en décroissant. Alors

N
(1) | _ (V3= 125
"2 V2 <

)
S

+
—

RMS 2009 989 Centrale PSI
Soit (a,,) une suite de réels. On note R le rayon de convergence de la série de terme général a,, 2™ et R’ celui de la série de
terme général sin(a,)z".
Montrer que R’ > R et qu'il y a égalité si R > 1.
SOLUTION. — On utilise la majoration |sinw| < |ul, valable pour tout nombre réel u. On en déduit que V(z,n) €
R x N, |sin(a,)z"| < |anz™|. Si || < R, alors la série > a,z™ converge absolument, donc il en est de méme de la série
> sin(ay,)z™ done |z| < R’. Ceci montre que

R > R.
Si l’on suppose de plus que R > 1, alors la série ) a,, converge, d’ou la suite (a,,) tend vers zéro, d’ou sin(a,,) ~ a,, donc
les deux séries entiéres ont le méme rayon de convergence :

R =R.

RMS 2015 749 Mines Ponts PC

Soit (a,) une suite complexe. On suppose que > a,z™ a un rayon de convergence R > 0, que Y a2,2™ a un rayon de
convergence Ry > 0 et que > as,+12™ a un rayon de convergence Ry > 0. Exprimer R en fonction de R; et Rs.
SOLUTION. — Si |z|? < Ry, alors la série de terme général as,(22)" = a2,2%" converge. De méme, si |z|?> < Ry, alors
la série de terme général z X ag,y1(22)" = agn12°" ! converge. Par conséquent, si |z|? < min(Ry, Ry), c’est-a-dire si
|z| < min(v/R1,v/Ra), alors la série de terme général a,,2" converge, et on en déduit que

R}min(\/ﬁl,\/ﬁg).

Si |z| > min(y/Ry, VRz), alors au moins une des deux suites (a2,2%") ou (az,+122"*1) n’est pas bornée, donc la suite
(anz™) n’est pas bornée, donc la série Y a,,z™ diverge, donc R < min(y/R1,+v/Rz2). On conclut que

R:min(\/ﬁl,\/ﬁg).

RMS 132-709 Mines-Ponts PSI 2021
On considére une série entiére > a, 2" de rayon de convergence R strictement positif.

(a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ) | %= 2™,

(b) On pose b,, = # Montrer que la série entiére > b, 2™ a un rayon de convergence R’ supérieur ou égal a 1. Puis prouver
que R’ = max(1, R).
SOLUTION. —

(a) an (%)n tend vers 0, d’on an (%)”

la série ) &7 avec 2 = [2z/R|, converge pour tout z € C. Donc le rayon de convergence de la série entiére ) % 2"
est infini.

. ’%75)” est inférieur ou égal ‘(227/17?)”‘ a partir d’un certain rang. Or

an n|
2" =
n!

(b) |bn| <1, d’ott R’ est supérieur ou égal au rayon de convergence de la série Y 2™, qui vaut 1. On distingue trois cas :
e si R > 1, alors a,, — 0, d’ou |a,| ~ |b,|, donc R’ = R;
e si R<1,alors R’ <1 car (par I'absurde) ' >1 = b, — 0 = |a,| = 1?";}' — 0 = R>1;
e si R=1, alors R’ =1 car (par I'absurde) ' >1 = b, — 0 = |a,| ~ |b,| = R=R.
Donc R’ = max(1, R).
RMS 2013 379 X ESPCI PC
Soient ag = 1 et, pour tout n € N*, a, = [],_; (%1).

(a) Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére > a,z™ vaut 1.

(b) Soit f(x) = :i% anx™ pour tout z €] — 1, +1[. Trouver une équation différentielle vérifiée par f sur ] — 1, +1J.
(c) Calculer f(x) pour tout z €] — 1,+1].

SOLUTION. —

(a) Par le critére de D’Alembert.
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(b) D’ apres le théoréme de derivation terme A terme sur 'intervalle ouvert de convergence, on a Vo €] — 1,1[, f'(z) =
Zn 1 na,z™~ !, donc Z 21 napz™ = zf'(x). On remarque que ap41 = 3215 ap, ou encore 2(n + 1)an+1 = 2na, + a,
pour tout n € N En multipliant par ™ avec || < 1 et en sommant (les séries entiéres qui apparaissent ont toute 1
pour rayon de convergence), on obtient

+o0 too
22 n+1)an 412" = QZnan =2f'(x) =2 nana" + 3 ana” = 2zf'(x) + f(2).

n=0 n=0 n=0

La fonction f est donc solution de I’équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre

2(1—z)y —y=0.

(c) Les solutions sur | — 1,1[ de cette équation différentielle sont les fonctions telles qu’il existe o € R vérifiant Vo €
|-1,1[, y(z) = A Comme y(0) = o et comme f(0) = ag = 1, et comme a,, = (2(32),)2 pour tout n € N, on conclut
que

x €] — anxn = "= —
n=0 (an!)Q 1—z
Remarque : On vérifie en effet que (1 —2)~1/2 = :Oc(’) cn(—x)", avec

(D) () (o)t

103. RMS 2011 1145 CCP PC, RMS 2012 1333 CCP PC, RMS 2013 1062 CCP PC & RMS 2016 782 Centrale
PSI
Mots-clés : nombre de dérangements
Soit (d,)n>0 définie par dp =1, d; =0et Vn €N, dyyo = (n+ 1)(dpt1 + dy).
(a) Calculer ds et ds. Montrer que Vn > 2, %' < d,, < n! et en déduire le rayon de convergence R de la série entiére de terme
général ‘i—*}x"
(b) Pour tout z €] — R, R[, on pose S(z) = > ey Montrer que Vo €] — R, R[, (1 —2)S'(z) = z5(x).
(c) En déduire une expression de S(x) en fonction de = et exprimer d,, comme une somme en fonction de n.

SOLUTION. —
(a) On obtient do = 1 et d3 = 2. On démontre par récurrence forte que (P,) : %' < d,, < n! est vraie.
La propriété (P) est vraie car %' = % <dy=1<2! et (P3) est vraie car %‘ =2 < d3 = 2 < 3. Supposons que (Px)
soit vraie pour tout entier k tel que 2 < k < n + 1. Alors
(n+2)! n+1

3 i [(n+ 1) +n]<dpyo=n+1)(dpt1 +dn) < (n+D[(n+ D! +nl] = (n+2)

donc (P,42) est vraie.
Ceci montre que % < &2 |z|" < |z|™ pour tout = € R. Les séries de terme généraux |z|"/3 et |z|" étant convergentes
si et seulement si |z| < 1, on en déduit que

R=1.

(b) On multiplie la relation d, 12 = (n+ 1)(dy41 + dy) par %, et on somme pour n variant de zéro a I'infini. Comme
les sommes de séries entiéres sont dérivables terme & terme sur leur intervalle ouvert de convergence, on obtient, pour
tout x €] —1,1] :

+oo

gz 4 (SR dner ) _d o _d) g
Z(n+1)!x T dw ;(n+2)!x BT G TR TR B

n=0
+oo “+o0 +oo
o d’n+1 n+1 dn, n+1 __ d dn+1 ot
77;] nl * +;n!m ~ T Zo(n—&—l) Hc;)

=25 (z) + xS(z).

Cette relation se réécrit sous la forme Vo €] — R, R[, (1 — x)S'(z) = zS(x).
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105.

(¢) La résolution, sur 'intervalle | —1, 1], de 'équation différentielle homogene y/(z) + =21 y(z) = ¥/ (z)+ (1+ 15 )y(z) =0
donne les solutions suivantes : z — Ae~7/(1 — z), oi A est une constante réelle. La valeur S(0) = dy = 1 montre que
A =1, donc que

e*iE

vee]—1,1[, S(z)=

1—2z

L’égalité ci-dessus montre que S(x) est le produit de Cauchy des deux séries > (—x)"/n! (série exponentielle, de
rayon de convergence +00) et »_ z" (série géométrique, de rayon de convergence 1). Le théoréme relatif au produit
de Cauchy de deux séries entiéres affirme que > (d,,/n!)z™ a un rayon de convergence > 1, ce que 'on savait déja, et
que dp/n! =31 €k fak, avec e = (—=1)*/k! et f,, = 1 pour tout k € N. On obtient finalement

VneN, d,=n! En (D" .
=0

RMS 2016 939 ENSEA PSI, RMS 2016 941 CCP PSI
Soit (a,,) dans RN telle que a1 > ag > 0 et Vn > 2, a, = ap—1 + 2an_o.

(a) Montrer que la suite (an) est croissante et que la suite (7% ),cn+ est décroissante. En déduire le rayon de convergence de
la série entiére Y a,z"
(b) Former une équation différentielle vérifiée par la somme et calculer cette somme dans le cas ot ag = a1 = 1.

SOLUTION. —
(a) Par récurrence, ¥n € N, a,, > 0 donc Vn > 2, a,, — ap—1 = 2an 2 = 0 et (ay,) est croissante.

Montrons que (23 ),en- est décroissante :

G Gp1 n—1  205_2 Gn—1 2 2n —1 (an—2<an-1) [ 2 2n —1

T 2= 2 T3 2 = 3%n-27 3 2 dn—-1 S 3 2 2 | On-1

n (n—1) n n (n—1) n n?(n—1) nd n2(n-—1)

—3n+2
= man_l < 0
La suite (%5 ),en- étant décroissante et minorée par 0, elle est bornée. On déduit de ce qui précéde que a, = 0(n?)
donc R > 1 et comme a,, > ag > 0, R < 1 c’est-a-dire
R=1.
(b) On a:

Vee]l-1,1 (z-1f'(z)+ 2z +1)f(x) =0
. Grace ala C.I. f(0) =ap =1, on a donc
6—23:

vee]-1,1, f(z)= N

RMS 2016 593 Mines Ponts PC, RMS 2013 607 Mines Ponts PSI, RMS 2014 770 Mines Ponts PC
Soit, pour n € N*, H, = >}_, L. Soient f: z+ 3272 Hua™ et g: o 30,25 (Inn)a”

(a) Montrer que la suite (H,, — Inn) est convergente.

(b) Montrer que les fonctions f et g sont définies sur | — 1, +1].
_ In(1—xz)

(c) Montrer que, pour tout = €] — 1, +1[, f(z) = ———~

(d) Montrer que f(z) ~ g(z) (x — 17).

SOLUTION. —

(a) Du théoréme des accroissements finis, on tire ’encadrement n%rl <In(n+1)—In(n) < 1. On en déduit que la suite
(H, —Inn) est décroissante car [H,1 —In(n+1)] — [H, —Inn] = Z5 4+ In(n) —In(n + 1) < 0). Or elle est aussi
positive car, en sommant I'inégalité In(k+1) —In(k) < 4 de k =1 an, on obtient : In(n+1) < H,. Donc elle converge.

(b) Soit R le rayon de convergence de la série entiére Y (Inn)z™. On vérifie que 111151?:)1) tend vers 1. Donc, par la critére

de d’Alembert, R = 1.
H,, —Inn tend vers un réel v, d’ou ln';L — 1 tend vers 0, donc H,, ~ Inn. On en déduit que la série entiére > H,z™ a
le méme rayon de convergence R =1 que > (Inn)a"
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107.

(c) Sion pose a, =1 pour tout n € N et by =0, b, = L si n € N* alors les séries entiéres > a,z" et > b,2" sont toutes

deux de rayon de convergence 1 et de sommes respectives sur | — 1, 1] égales a ﬁ et —In(1 — z). Par produit de
Cauchy, il vient

+oo +oo +oo
Ve €] - L1 x (~In(l—2)) = (Z ana:"> X (Z bw") = cpa”
n=0 n=0 n=0
olt co =agbg =0etsin>1c, =3 p_gan—kbe =Y p_, + = H, dou
~In(1—=z)

Ve el -1,1, f(z)=

1—=x

(d) Comme >;_, + =Inn+~y+o(1), lasuite (3 ;_, + —Inn) est bornée par un certain M. Par suite,

|f(:6)—+§:o (ii) z" ]\{Ix :O<1x> quand z — 17.

n=1 \k=1 1 1-

+o0
<Y an=
n=1

D’ou f(z) — g(z) = o(f(x)) (x — 17). Donc f(x) ~ g(z) (x — 17).
RMS 2013 670 Mines Ponts PC, RMS 2006 1132 CCP PC, RMS 2011 1144 CCP PC, RMS 2013 1019
CCP PSI

1 2

Pour tout n € N, on pose a,, = [, (45)™ dt.
Montrer que, pour tout n € N, a,, > n%rl et étudier la limite de la suite (a,,).
Quel est I'ensemble de définition de la fonction f: z +— ZI:(’) anx™?
SOLUTION. — On pose wy,: ¢ € [0,1] — (152)n.
On constate que Vt € [0,1], t < %, donc t" < w,(t). En intégrant, on trouve %H < ap, donc > a, diverge par
comparaison de termes positifs.
Pour tout t € [0, 1], la suite numérique (uy,(t))n>0 converge vers zéro, puisqu’il ’agit d’une suite géométrique de raison
# € [%, 1[. De plus, la suite de terme général u, (1) est constante et vaut 1. La suite de fonctions (u,)nen converge donc
simplement sur [0, 1] vers la fonction qui vaut 1 en 1 et 0 ailleurs, qui est continue par morceaux. Par ailleurs, ’hypothése
de domination suivante est vérifiee : Vn € N, Vt € [0,1], |u,(t)] < ¢(t) := 1, la fonction ¢ étant intégrable sur [0,1]. Le
théoréme de convergence dominée s’applique, et

1
lim a, :/ 0dt =0.
+oo 0

Comme la raison r = # appartient & [0, 1], la suite de terme général u, (t) = r™ est décroissante. Par conséquent, la
suite des intégrales a,, est décroissante. Alors la série > (—1)"a,, vérifie les hypothéses du théoréme spécial des séries
alternées, donc converge.

La série Y a,z™ converge en —1, diverge en +1 et c’est une série entiére, donc son rayon de convergence vaut 1. L‘ensemble

de définition de la fonction f est donc [—1,+1[.

2.5 Equations différentielles & calcul différentiel

RMS 2014 1308 CCP PSI
a'(t) = y(t) — 2(t)

Soit (S) ¢ ¥'(t) = z(t) —x(t) avec x(0) =1, y(0) = 2(0) = 0.
2 (t) = a(t) —y(t),

(a) Montrer que la trajectoire de toute solution est incluse dans une sphére et dans un plan.

(b) Résoudre directement (5).

SOLUTION. —

(a) ' +y' +2 =0, donc, Vt € R, z(t) +y(t) + 2(t) = cte = x(0) + y(0) + 2(0) = 1. Donc la trajectoire est incluse dans
le plan d’équation x +y + z = 1.
De la méme maniére, xz’ + yy' + 22’ = 0. Dot z(t)? + y(t)? + 2(t)? = cte = z(0)? + y(0)? + 2(0)? = 1. Donc la
trajectoire est incluse dans la sphére de rayon 1.
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(b)

0 1 -1

Le spectre de la matrice A = [ -1 0 1 | est : Sp(A) = {0,iv/3, —iv/3}; un vecteur propre associé a 0 est
1 -1 0

(1,1,1) et un vecteur propre associé a 4iv/3 est (+iv/3 — 1, —1 — (i/3), 2).

(z,y, z) est donc une solution si, et seulement si, il existe des constantes (a, b, ¢) telles que, pour tout ¢t € R :

a(t) 1 iv/3-1 —iv/3-1
(y(t)) =a (1) + bexp(iv/31) (—i 3— 1) + cexp(—iV/3t) ( iv3—1 ) .
2(t) 1 2 2

La C.I. est vérifiée si, et seulement si : a = %, b= % et c= —

W=

108. RMS 2010 1026 CCP PSI
Mots-clés : raccordement de solutions
Soit (E): (1+z)y —2y=0.

(a)
(b)

Déterminer les solutions sur R de (E). Donner une base de I'ensemble des solutions.

Donner une base de I'ensemble des solutions de classe C2 sur R

SOLUTION. — Le coefficient 1+ 2 s’annule en —1. On commence donc par résoudre (E) sur les intervalles I; =] — oo, —1]
et I =] — 1,400[. On trouve que les solutions sont les fonctions d’expression

ol

(a)

ki(zx+1)2 sizely
y(r) = 5 .
ko(z + 1) sizx € Iy,

k1 et ko sont deux constantes réelles.

ANALYSE — Si la fonction y est une solution sur R, alors elle est continue en —1. Or la limite en —1~ vaut 0, donc

y(=1) =0.
SYNTHESE — Les fonctions définies par

ki(x+1)? sizel
y(z) =<0 siz=-1
ko(z +1)2 six € Iy,

oul k1 et ko sont deux constantes réelles sont continues.
De plus,
@) = 2k1(x+1) sizely
2]€2(f£+1) SiiL’GIQ,

D’aprés le théoréme de la limite de la dérivée, elles sont dérivables en —1 et y/(—1) = 0 car lim_; ¢’ = 0. (En effet,
lim +y =0etlim ;- ¢ =0.) Enfin (1+ z)y'(z) — 2y(z) est bien égal 4 0 si z = —1.
Donc y est une solution sur R si, et seulement si, il existe des constantes k; et ko telles que, pour tout =z € R :

k1($+1)2 Si.TEIl
y(x) =<0 siz=-1
ko(z +1)% siz ey,

Une base de ’ensemble des solutions est formeée par les deux solutions y; et yo définies par : :
y1(x) = (x +1)% si z € I} et 0 sinon
et

yo(x) = (x + 1)? si x € I et 0 sinon.

Comme

” 2k1 sizxelh
y'(z) = :
2]{}2 Sl x € I2,

y est C? si et seulement si k; = ky. La fonction z € R (z+ 1)2 forme alors une base de ’ensemble des solutions.
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110.

111.

112.

RMS 2013 921 Centrale PC
Déterminer les fonctions f: R — R dérivables telles que Vz € R, f'(x) + f(—x) = e*

SOLUTION. — Analyse — Si f est une solution, alors f est deux fois dérivable puisque f’ est la somme de deux fonctions
dérivables : Vo € R, f/(z) = e*— f(—x). De plus, f”(z) = e*+f'(—z) = e*+e~*— f(x) pour tout € R, donc f est solution
de léquation différentielle y”” +y = e* + e~ 2. Il existe donc (4, B) € R? tel que Vo € R, f(x) = Acosz + Bsinz + chx.
Synthése — Si f posséde la forme ci-dessus, alors Vo € R, f/'(z) + f(—z) = —Asinx+ Bcosz+chz + Acosz — Bsinz +
chx = (A+B)(cosx—sinx)+e”. La fonction f vérifie 'identité souhaitée si et seulement si Vo € R, (A+B)(cosz+sinz) =
0, donc si, et seulement si, A+ B = 0 puisque la fonction cos — sin n’est pas identiquement nulle. Finalement, les solutions
sont les fonctions f telles que
JAeR, VzeR, f(r)=A(cosz—sinz)+chuz.

RMS 2016 525 Mines Ponts PSI

L'application H: R? — R définie par H(z,y) = x4+y2 si (z,y) # (0,0), et H(0,0) = 0, est-elle continue ? de classe C*?
SoLUTION. — La fonction H est continue en dehors de (0, 0).

Et aussi en (0,0) car 0 < |H(x,y) — H(0,0)| < |y| < /22 + y2.

La fonction H posséde des dérivées partielles en dehors de (0,0). Et en (0, 0) aussi car : w =0—0(h—0),
d’otu 91 H(0,0) existe et vaut 0. De méme, d2 H(0,0) existe et vaut 0.

Si (z,y) # (0,0), alors do H (z,y) = 4(;”4:72’ On obtient 0> H (x,22%) =

0, donc 9> H n’est pas continue en (0,0) et H n’est pas de classe C1.
RMS 2009 998 Centrale PSI

Trouver les extrema de (z,y) + sin(z) sin(y) sin(z +y) sur {(z,y) €ER%, 0< 2 <m 0<y <7 0< 2 +y <7}

25, qui ne tend pas vers 0 quand x tend vers

SOLUTION. — On note f la fonction étudiée, et T I’ensemble sur lequel on cherche les extrema : c’est le triangle fermé
OAB avec A = (m,0) et B=(0,m).
Comme f est continue et T est fermé borné, f est bornée et atteint ses bornes sur 7. Comme le sinus est une fonction
positive sur [0,7], on a f > 0 sur 7. De plus f(x,y) = 0 sur T si, et seulement si, z = 0 ou y = 0 ou & +y = 7, autrement
dit sur les trois cotés de 7. On vient donc de déterminer le minimum global de f sur T et les points en lesquels il est
atteint.
Le maximum global de f, qui n’est pas constante sur 7', sera nécessairement & l'intérieur de 7', donc sur un ouvert.
Comme f est de classe C!, ce maximum global sera atteint en un point critique : gi (z,y) = sm(y) [cos(z) sin(z + y) +
sin(z) cos(z + y)] = sin(y) sin(2z + y) et, parce que f est symétrique, g—i(az,y) = sin(z) sin(2y + x). D’ot un point (z,y)
5:5)
qui est bien & l'intérieur de T'. En ce point critique, f atteint nécessairement son maximum global, qui vaut 3\[ ,etiln’y

a pas d’autre extremum local.

intérieur & T est critique si, et seulement si, 2x +y = 7 et * + 2y = 7. On obtient un unique point critique My = (

REMARQUE. — Indépendamment du raisonnement ci-dessus, on peut déterminer la nature du point critique M(] en étudiant la hes-
. ] _ (2sin(y) cos(2z + y) cos(2z + 2y) (V3 -1 , .
sienne : Hy(z,y) = ( cos(2 + 2y) 2 sin(z) cos(2y + @) est égale en Mo a Hy (3, 3) = _% _3) Son déterminant

1

det Hy(Mo) = 3 — 7 est strictement positif, donc f posséde un extremum local en My et sa trace tr Hy(Mo) = —2+/3 est négative,

donc cet extremum local est un maximum local.

RMS 2016 612 Mines Ponts PC

Déterminer les solutions f de classe C! sur U = R% x R de I'équation xax + ya—f =2

SOLUTION. — Passons en coordonnées polaires en posant V' =]0, +oo[ x| =5, Z[et M : V —= U, (r,0) — (rcosf,rsinf).
Cette application est une bijection de classe C!. Si f est C! sur U, alors F = foM : V — R, (r,0) — F(r,0) =
f(rcosf,rsinf) est C* sur V et, d’apreés la régle de la chaine :

oF
or
oF
00

r,0) = cosf f(rcos@ rsinf) 4 sin 6 f(rcosﬁ rsin )
r,0) = —rsinf f(rcos@ rsm9)+rcos€ f(rcose rsin6)

—~
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113.

114.

115.

116.

Ainsi :

of of Y
= rcos&a—f(TCOSH,rsinH) +rsin9g(rcosﬁ,rsin9) = tan6
Or dy
oF tan 6
L ro) =
= or (r,9) r
— 36GeC'(-35.5D, F(r6)=tanblnr+G(6)
N _Y 2 2 Yy
<~ IG e C(] 2,2[), f(z,y) xln\/x +y +G<arctan(x)).

Donc f est une solution de classe C! sur U ssi 3g € CH(R), V(z,y) €U, f(z,y) = = In(z% +9°) +g (%) .

RMS 2013 396 X ESPCI PC

Mots-clés : accroissements finis

On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit f : R™ — R différentiable dont toutes les dérivées partielles sont
bornées entre -1 et 1. Montrer que ¥(z,y) € (R™)?, |f(z) — f(y)| < vnllz —y].

SOLUTION. — On se raméne & une variable grace a la fonction M : ¢t € [0,1] — txz + (1 — t)y qui vérifie M(0) = y e
M(1) = x et est dérivable : Vt € [0,1], M'(t) = x — y. La fonction d’une variable ¢ = f o M vérifie p(0) = f(y) e
p(1) = f(x) et est dérivable d’apreés la régle de la chaine :

vt e [0,1], ¢'(t) = (VF(M(), M'(t)) = (VF(M(t),z —y) .

Pour tout z € R, |[V£(2)|]? = Z?:l(%(z))z < >, 1 =n. L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre alors que

t
t

vt e[0,1], [ (®) < Vnllz =yl

Par l'inégalité des accroissements finis (valable car ¢ est continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1[), on en déduit que
[f(@) = W)l = le(1) — ©(0)] < Vnllz — y[ (1 - 0).

RMS 2012 357 X ESPCI PC

Soit f : R™ — R" différentiable telle que V(x,y) € (R™)2, ||f(x) — f(y)|| = ||z — y||- Montrer que f est injective. Et que,
pour tout 2o € R™, df(x¢) est bijective.

SOLUTION. — Si © # y, alors || f(z) — f(y)|| = ||z — y|| # 0, donc f(z) # f(y) : la fonction f est injective. On fixe
xo et h dans R™, et on désigne par ¢ une variable réelle. Alors, parce que f est différentiable en zq, f(xo + th) =
fwo) +df(xo) - (th) + ofth) = f(xo) +tdf(xo) - h+o(t). D’ou [|f(zo +th) — f(xo)|| = [EdSf (o) - h+o(t)[| = [|th]], don
Idf(zo) - h 4+ o(1)]| = ||2|l, le o(1) étant relatif & la variable réelle ¢ en zéro. En faisant tendre ¢ vers zéro, on obtient

V(wo,h) € (R")?, || df(wo) - bl = [IA]-

Ceci prouve que la différentielle df(xg) de f en z( est injective, donc bijective, pour tout zo € R™.
RMS 2009 1062 Centrale PC
Soit f une fonction de R? vers R différentiable. On suppose que V(z,y) € (R?)?, |f(z) — f(y)| < ||z — y||>. Montrer que f
est constante.
SOLUTION. — On fixe a = (a1, az) € R?. Comme f est différentiable en a, f(a+h) = f(a) + %(a)hl + %(a)hg +o(h),
et si on applique l'inégalité |f(x) — f(y)| < ||z — y||* avec # = a + (0, h1) et y = a, on obtient

of

Vhy €R, |=—(a)hs +o(h1)| < h3.
8$1

En divisant par hy # 0, puis en faisant tendre h; vers 0, l'inégalité large passe a la limite et on obtient |§—i(a)| <0,

c’est-a-dire %(a) =0.
Il s’ensuit que f est constante sur toute droite du plan paralléle & Oz. On montre de méme qu’elle est constante sur toute

droite paralléle & Oy et, finalement, qu’elle est constante sur R2.
RMS 2024 678 Mines Ponts MP MPI
Mots-clés : compacité et connexité par arcs

Soient un entier n > 2 et une fonction f continue de R™ vers R telle que f~1({0}) est un compact non vide. Montrer que f
admet un extremum global. Que dire sin =17
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117.

" , ey

A

SOLUTION. — L’ensemble f~!({0}) est compact, donc fermé borné, il est donc inclus dans une boule fermée B centrée
en 0.

L’application f|p posséde un minimum global m et un maximum global M car elle est continue sur le compact B. De
plus, f s’annule sur B, donc m < 0et M > 0.

L’ensemble A = R™\ B est connexe par arcs, la fonction f y est continue et ne s’y annule pas. Par le théoréme des valeurs
intermédiaires, elle n’y change donc pas de signe. Si f|4 > 0, alors m est le minimum global de f. Si f|4 < 0, alors M
est le maximum global de f.

Si n =1, la propriété est fausse car la fonction identité R — R, z — x fournit un contre-exemple.

RMS 2024 876 Mines Ponts MP MPI

Soit f : R™ — R™ différentiable telle que || f(z)|| | H—) +00 et que, pour tout z € R™, df () est surjective. Soient a € R™
z||—+oo

etg: R" =R, x| f(x)—al?

(a) Montrer que la fonction g est différentiable et exprimer dg(x) pour tout = € R”™.
(b) Montrer que la fonction g admet un munimum global.

(c) En déduire que la fonction f est surjective.

SOLUTION. —

(a) Soit & € R™ : pour tout h € R", g(z+h) = ||f(z +h) —al* = ||f(z) +df (z) - h +o(h) —a|* = || f(z) — al|* + 2(f () —
aldf (x) - h) 4+ o(h), d’ou g est différentiable en x et dg(x) est I’application linéaire h — 2(f(z) — aldf (x) - h).

(b) D’une part, g(z) = || f(z) — al|> > (|f(x)] — |la]))? d’aprés inégalité triangulaire inversée. Or || f(z)| tend vers +oo
quand ||z|| tend vers +oo par hypothése. D’ou g(z) tend vers +oco quand ||z|| tend vers +o0o. 1l existe donc R > 0, tel
que [lz]| > B = g(z) > g(0).

D’autre part, la fonction g est continue car différentiable. Et la boule fermée B de centre 0 et de rayon R est compacte.
La fonction g|p est continue sur le compact B, elle posséde donc un minimum global m. Et m < ¢(0) car 0 € B. Donc
m est le minimum global de g sur R™.

(c) Soit a € R™ : la fonction g est différentiable et elle posséde un minimum global en un point  de 'ouvert R™, d’ou
dg(xz) = 0. D’ou (f(x) —al|df (x) - h) = 0 pour tout h € R™. Or Papplication h — df () - h est surjective par hypothése,
d’ou (f(x) — alk) pour tout k € R™. D’ou f(z) —a = 0. Donc f est surjective.

43



3 Probabilités

118. RMS 2017 482 X ESPCI PC & RMS 2018 518 X ESPCI PC

On place aléatoirement n > 3 boules dans n urnes. Calculer la probabilité qu'une seule urne soit vide.

SOLUTION. — L’univers est ’ensemble ) des applications de [1,n] (I'ensemble des boules) dans [1,n] (I’ensemble des
urnes) et il y a équiprobabilité. On a

119.

CardQ =n".

Construire un résultat favorable & ’événement V' qui nous intéresse , c’est :
e choisir une urne qui sera vide, il y a n maniéres;
e choisir une urne qui contiendra deux boules, il y a n — 1 maniéres;
e choisir les deux boules que contiendra cette urne, il y a (72’) = % choix;
e placer une des n — 2 boules restantes dans chacuen des n — 2 urnes restantes, il y a (n — 2)! maniéres.

n

Le nombre de résultats favorables est donc n - (n — 1) - (n — 2)! - (3) = n!(}). La probabilité cherchée vaut donc

CardV n\ n!
PV) = Gaan — (2>nn

RMS 2019 895 Mines Ponts PC
On lance indéfiniment un dé équilibré.

(

(b
(c
(d
(

e

~— N~

a) Soit A, I'événement «aucun 6 n'a été obtenu lors des n premiers lancers ». Déterminer P(A,,).

Soit Fy, I'événement «le premier 6 est obtenu au k-iéme lancer ». Déterminer P(F},).

Soit K I'événement «6 n'apparait jamais ». Exprimer K a I'aide des A,,. En déduire P(K).

Exprimer K en fonction des F},. Retrouver la valeur de P(K).

Soient G I'événement «6 apparait une infinité de fois » et H I'événement «6 apparait a tous les lancers sauf un nombre

fini d’entre eux ». Calculer P(G) et P(H).

SOLUTION. — On note B; I’événement « Au iéme lancer on a un 6 ».
(a) Les lancers sont indépendants : P(A,) = P(Bi1N---NBy,) = P(By)... P(B,) = (2)".

(b) On obtient, en invoquant ’indépendance des lancers ou la loi géométrique :

P(Fy) = P(As_1 N By) = P(Ap_1)P(By) = (2>k1 %.
(c) On trouve K = :fl Ap, et les (Ay,) formant une suite décroissante. Par le théoréme de continuité décroissante
P(K) = ngr—&r-loo P(A,) =0.
(d) On aaussi K = {5 Fr, = @ La réunion étant disjointe, P(U2Fy,) = 3055 P(Fy) = 055 (2)* 11 = 1. On

retrouve la valeur

(e) i

ii.

P(K)=1-P <DOFk> =0.
k=1

Soit G I’événement «6 apparait une infinité de foisy». Son contraire est : «6 apparait un nombre fini de fois », ou
encore «a partir d’'un certain rang, on n’a plus de 6», soit :

G=J) B
n=1k=n
Si on note C,, = :;X;l By, les (C,,) forment une famille croissante. Par théoréme de continuité croissante on

a donc P(G) = P(UXC,) = lim, 400 P(Cy). Mais pour tout N, P(C,) < P(N}_,Bi) = [[_, P(Bk) par

indépendance des lancers, donc P(Cy,) < (3)V~"1, donc P(Cy) = 0. Alors P(G) = 0 donc P(G) = 1.

Soit H I’événement «6 apparait a tous les lancers sauf un nombre fini d’entre eux», ou encore «a partir d’un certain

rang, on n’a plus que des 6», soit
+oo +oo

H=J () B

n=1k=n
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120.

121.

122.

Si on pose D, = ::;L By, les (D,,) forment une famille croissante. Par théoréme de continuité croissante, on
a donc P(H) = P(USND,,) = limy, 00 P(D,,). Mais pour tout N, P(D,) < P(N?_, Bx) = [[,—,, P(Bx) par
indépendance des lancers, donc P(D,,) < (¢)V ", donc P(D,,) = 0. Finalement,

P(H) = 0.

RMS 2017 900 Mines Ponts PC, RMS 2016 615 Mines Ponts PC

On lance deux dés équilibrés. Soient U7 et Us deux variables aléatoires correspondant aux résultats des lancers des dés 1 et 2.
On pose X = min{U;,Us} et Y = max{Uy, Us}.

(a) Déterminer P(X > k) et P(Y > k) pour chaque k € [1,6].

(b) Calculer XY en fonction de U; et U, et en déduire que E(XY) = (£)2.

SOLUTION. — 1> Stratégie du max : (Y < k) = (U; < k)N (Uz < k). Voir aussi l'exercice 131.
(a) La variable X est a valeurs dans [1,6] et, pour &k € [1,6], on a (X > k) = (Uy = k) N (Usz = k). Par indépendance et

équiprobabilité, on en déduit que P(X > k) = [P(U; > k)]? = (&=5+L k+1)2 = (%)2.
De (Y 2 k) = (U, 2 k)U (U > k), on déduit que P(Y > k) = P[(Uy 2 k)U Uz 2 k)] = P(Uy 2 k) + P(Usz >
E)y—P[(Ui2k)N (U2 k)| =PU, 2k)+PUs =2 k) — P(X k).

(b) On a XY = U,U; et, par indépendance, E(U Uz) = [E(Uy)]? = ()2

RMS 2017 1353 CCP PSI

Deux joueurs jouent avec des piéces équilibrées. lls lancent chacun n fois une piéce. Celui qui gagne est celui qui obtient le plus
grand nombre de fois pile. Quelle est la probabilité qu'il y ait un gagnant? On pourra utiliser (et éventuellement démontrer)
regalite > (7)° = (*9).

SOLUTION. — > Stratégie du contraire. On note G ’événement «Il y a un gagnant» et E ’événement «Il y a égalitéy.
Notons X (resp Y) la variable aléatoire donnant le nombre de pile du premier (resp deuxiéme) joueur. Ces variables
aléatoires suivent une loi binomiale de paramétres n et % Par réunion disjointe et par I'indépendance (implicite) de X
et Y :

P(G)=1-P(E) = —P(U(X:i)ﬂ(Y:i)) zl—ZP((X:i)ﬁ(Y:z’)):1—ZP(X:i)P(Y:i).

=0

EOOT-OEO-4C)

REMARQUE : L'identité Y 7", (")2 = (*") se démontre par exemple en écrivant que le coefficient de z™ dans le produit

(I1+2)" x (1+x)™ est le méme que dans (14 x)2".

RMS 2021 132 1190 CCP PSI 2021, RMS 2018 129 207 CCP PSI 2018

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N, indépendantes, de méme loi et admettant une variance. On suppose
que la variable aléatoire Z = X + Y + 1 suit une loi géométrique de paramétre p €]0, 1].

On en déduit que

(a) Déterminer I'espérance et la variance de X.
(b) Calculer la fonction génératrice de X sur |0, 1][.
(c) En déduire la loi de X.

SOLUTION. — Notons g =1 —p
(a) E(Z) = E(X) + E(Y)+1=2E(X)+1 car 'espérance est linéaire et les v.a. X et Y suivent la méme loi. De plus,

(Z2) =+ carZsult la loi G(p). Donc E(X):%,
VZ)=V(X+Y+1) =V(X+Y). Deplus V(X +Y) = V(X)+ V(Y) car X et Y sont indépendantes. D’ou
(Z) = ( ) car X et Y suivent la méme loi. Enfin, V(Z) = % car Z suit la loi G(p). Donc V(X) = ﬁ.

q’ q 1—qt
Gx1y(t) = Gx(t)Gy () car X et Y sont indépendantes. D’ott Gz (t) =t [Gx ()], pour tout t €] — 1, +1[. Par suite,
pour tout t €]0, 1].

(b) Pour tout t € }’—1 ﬂ{, Gz(t) = 2% car Z suit la loi G(p). Or Gz(t) = tGxyy(t) et, pour tout t €] — 1, +1],

Gx(t) = \/L

(c) Pour tout = €] — 1,+1[, (1 + 2)7%2 = ¥ ja,2", ot a, = %ﬂ%ml D’ot, pour tout ¢ E}O' [, Gx(t) =
VD Y om o n(—qt)™ =307 pat™, ot p, = \/f)ﬁn),2 Donc, pour tout n € N, P(X =n) =p, = \/f)ifz),g
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123. RMS 2016 964 CCP PSI
On considére une urne contenant n — 1 boules noires et une boule blanche.

(a) On effectue une succession de tirages avec remise dans cette urne et on note T la variable aléatoire donnant le rang du
premier tirage amenant la boule blanche. Donner les valeurs prises par T', sa loi, son espérance et sa variance.

(b) On effectue maintenant des tirages sans remise.

Soit X la variable aléatoire donnant le rang du premier tirage amenant la boule blanche. Donner les valeurs prises par
X, sa loi, son espérance et sa variance.

Soit Y la variable aléatoire donnant le nombre de boules noires restantes dans I'urne aprés le tirage de la boule blanche.
Exprimer Y en fonction de X et n. Donner I'espérance de Y ainsi que sa variance.

SOLUTION. —

(a) La variable aléatoire T mesure le temps d’attente du 1°* succés lors d’une suite d’expériences de BERNOULLI indé-
pendantes (car « avec remise ») de paramétre p = 1. Donc

(b) i.

ii.

TG (1) B =S =0 @ VD)=L —a(n-1)

A Tissue du k-iéme tirage infructueux, I'urne contient (n — k — 1) boules noires et la blanche, & lissue du (n — 1)-
iéme tirage infructueux, I'urne ne contient plus que la boule blanche et donc le n-iéme tirage est nécessairement
un succes, donc X () ={1,...,n}.

Pour 1 <k<n, (X =k = (ﬂf;f?i) N By donc, avec la formule des probabilités composées,

P(X = k) = P(B1).P(Bs | Br)... P(Be_r | BiN - Br_s).P(Bx | Ban---1 Br_1).
Or il est, sous-entendu que la probabilité du k-iéme tirage est uniforme, c’est-a-dire P(B; | BiN---NB; 1) = ;255

(1 boule blanche parmi n — i + 1), donc P(X = k) =[]} e e =

X ~U([1,n]), E(X):n—gl et V(X):nlgl-

Si la boule blanche est tirée au k-iéme tirage, X = k, on a retiré (k — 1) boules noires de 'urne, il en reste
donc Y = (n—1) — (k — 1) = n — X dans l'urne aprés ce k-iéme tirage, donc E(Y) = n — E(X) = 2L et

V(Y) = V(X) = 258

124. RMS 2016 614 Mines Ponts PC
Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramétre p €10, 1[. Calculer E(%-).
SOLUTION. — Le théoréme de transfert donne, grace a p €10,1] :

(1-p)F=-

el

P plnp
In(1—(1-p))=-— .
l_pn( (1-p)) 1—p

B+ —flp(x—k)—iola— A———— io
X _kzlk - _kzlkp g _l_pkzl

125. RMS 2017 1358 CCP PSI
Soit n > 2. On effectue des tirages avec remise dans une urne contenant n boules numérotées de 1 a n. On note X,, le rang
du premier tirage ol I'on obtient une boule différente de la premiére boule tirée.

(a) Etablir la loi de la variable aléatoire X,,.

(b) Justifier I'existence de I'espérance de X, et la calculer.

SOLUTION. — On suppose n > 2.

(a) Appelons, a partir du second tirage, «succésy» le fait de tirer une boule différente de la premiére. La probabilité de
succes est, ”7—:1, et T, = X,, — 1 mesure le temps d’attente du premier succés dans une suite d’épreuves de Bernoulli
indépendantes (car « avec remise »). Donc T}, est une variable aléatoire discréte de loi géométrique G(2=1).

On en déduit que X,, = T, + 1 est une variable aléatoire discréte de loi donnée par X,,(€2) = N\ {0,1} et pour tout
ke N\ {0,1},

n—l)k_2 n—1

—1
P(Xy = k) = P(Ty =k—1) = "— (1_ =

n
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126.

127.

128.

129.

(b) On sait que la variable T;, admet pour espérance et E(T,) = ;"5 (loi géométrique) donc, par linéarité, X,, admet

une espérance, et
n 2n —1
F(X,)=1 = .
(Xn) + n—1 n—1

RMS 2016 967 ENSEA PSI

Soit X une variable aléatoire telle que X < P(\). Montrer que E(|X — A|) = 2e
RMS 2017 1357 CCP PSI

Dans un casino, une machine renvoie un entier naturel N non nul selon la loi de probabilité : Vn € N*, P(N =n) = 5-. Le
joueur gagne N jetons si IV est pair; il perd IV jetons si IV est impair.

—)\A

= A,

(a) Quelle est la probabilité de gagner?

(b) Déterminer I'espérance de la variable aléatoire G égale au gain algébrique du joueur.

SOLUTION. —
(a) L’événement (N est pair) est 'union disjointe U;en~ (N = 4). La probabilité de gagner est donc

+oo +o0 1 1/4 1
(N est pair) = Y P( ) Z4k 13
k=1 k=1
(b) Soius réserve que la v.a. G posséde une espérance, i.e. sous réserve que la série numérique Zzz (721,,):1" converge
absolument, Vespérance de G vaudra E(G) = 32,25 C2™. Or pour tout = € ]—1; 1], ona Y122 (—1)"a" = 17 Oron

peut dériver terme & terme une série entiére sans changer son rayon de convergence, d’olt Foo (71)"71:1:”’1 = =1
’ n=1 (14z)2>

done % (—1)"na™ = = i1z Alnsi,

—-1/2 2
PO~ e

RMS 2017 901 Mines Ponts PC
On lance une piéce qui a une probabilité p de donner pile. On note X le nombre de lancers nécessaires pour obtenir deux fois
pile. Déterminer la loi de X et la fonction génératrice Gx de X. Calculer E(X).

SOLUTION. —
:6[(X1:0)ﬂ~~~ﬂ(Xk:0)0(Xk:1)m(Xk+1:o)m-~-m(Xn_1:O)m(Xn:n],

ou (X; = 1) pour pile au i-iéme coup (succes) et (X; = 0) pour face au i-iéme coup (échec). L’union est disjointe et les
événements intersectés sont indépendants :

P(X =n) = (n—1)pq" "

B

-Q\»—A

On en déduit la fonction génératrice de X : pour tout ¢t €] — %

“+o0

+o0 2 +oo 2 +oo
= 3P = = 0 onta ! = TG ( <qt>”> - (Z(gt)”) -8 ()

)
= n=1 n
_(pt N
S\l —qt

Comme Gx est la somme d’une série entiére de rayon de convergence % > 1, elle est dérivable en 1, donc X admet une
espérance, donnée par E(X) = G (1) = 2f(1)f'(1), ou f(t) = 1£5;. Donc E(X) = 2.
RMS 2016 803 Centrale PSI

Trois individus jouent au ballon :

— si A posséde la balle, il I'envoie & B avec probabilité

— si B posséde la balle, il I'envoie a8 A avec probabilité = et a C avec probabilité £,
— si C posséde la balle, il I'envoie a B avec probabilité 3 et a A avec probabilité 3 5
On note A,, I'événement : le joueur A recoit le ballon au n-iéme lancer, et on deflnlt de méme B,,, C,,. Etudier la limite des
suites P(A,), P(B,) et P(C,).

SOLUTION. —

Il
N

et 8 C avec probabilité %

[SSIEEeN E E

47



130.

131.

0-P(An)+1P(B,)+2P(C,). De méme P(Byy1) = 2 P(A,)+0-P(By)+1P(Cy) et P(Cpyy)
0- P(Cy). On obtient donc, pour tout n € N

(a) La formule des probabilités totales donne P(A,11) = P(A,)Pa, (Ant1) + P(Bn)Pg, (Ani1) + P(C, )Pc (An+1) =

0 % 3 P(A,)
Xpi1=MX,, avec M=|1 0 1| et X,=|P(B,

% 3

3 50 P(Cy)

La matrice M a pour polynome caractéristique X2 — X —2 = (X —1)(X +1)(X+2), donc M est diagonalisable. Soit

(e1,€2,€3) une base formée de vecteurs propres associés aux valeurs propres respectives Ay = 1, A2 = —%, A3 = —%.

Dans cette base, Xy s’écrit : Xo = xe1 + yea + ze3. Par récurrence, X,, = M" Xg = zAe1 + yAjea + 2Afes —> xey.
n—oo

Reste & déterminer le scalaire = et le vecteur &1 :

— en résolvant le systéme d’équations, M X = 1X, on obtient que ¢; = (7 5 8)7 en est une solution ;

— en remarquant que, pour chaque n, la somme P(A,,) + P(B,,) + P(C,) des coordonnées de X,, veut 1, on conclut
qu’il en de méme en passant a la limite, ot 2 - (74+5+8) = 1.

Donc

7 ) 8
RMS 2017 1355 CCP PSI
Mots-clés : la loi du 0 - 1 de Borel
Soit (A,) une suite d'événements indépendants.
(a) Soient n,p € N. Montrer que la probabilité qu'aucun des événements A,,,. .., A, 4, ne se réalise est inférieure ou égale a

exp(— Z"+p P(Ag)).
(b) On suppose que la série de terme général P(A,,) est divergente. Montrer qu'il est presque impossible qu'il n'y ait qu'un

nombre fini d'entiers n pour lesquels A,, est réalisé.

(c) Montrer que, si la série de terme général P(A,,) converge, alors il est presque certain qu’il ny ait qu'un nombre fini d’entiers
n pour lesquels A,, est réalisé.

SOLUTION. —
(a) L’événement “aucun des A,, ..., A, 4, ne se réalise” est I'événement ﬂk+p Ay, qui par indépendance, est de probabilité
+ +
IIL2% P60 = T2 (1 P
Or, pour tout € R, e=® > 1 — x (faire un dessin), donc e FA%) > 1 — P(A) et, par produit de termes positifs,
exp(— 1 2P P(Ap)) = [Ti2 p e~ PAR) > TP (1 — P(Ay)), dott le résultat.

(b) Notons B? I’événement envisagé en (a), et B,, = pif) BP P’événement «aucun des Ay n’est réalisé pour k& > n». La
suite (BP),cy est décroissante pour I'inclusion, donc par continuité décroissante, P(B,,) = lim,_, {, P(BE).

Or par hypotheése, la série Zk>n P(Ay) diverge. Comme elle est a termes positifs, cela implique que ses sommes
partielles "7 77 P(A}) tendent vers +oo (quand p — +o0), donc par (a), P(B,,) = 0.

’événement B : «il y a un nombre fini d’entiers k& pour lesquels A est réaliséy est I’événement B = :i% B,,. Donc
par sous-additivité, P(B) < ::6 P(B,,) =0, et ainsi P(B) =0.

(c) A D'inverse si la série de terme général P(A,,) converge, alors il est presque certain qu’il n’y ait qu'un nombre fini
d’entiers n pour lesquels A,, est réalisé : avec les notations ci-dessus, B C B,, = UZSL Ay, donc par sous-additivité,
P(B) < 302 P(Ay), et ceci étant vrai pour tout n € N, on a P(B) = 0. Cest la loi du 0 - 1 de Borel.

RMS 2016 630 Mines Ponts PC, RMS 2017 914 Mines Ponts PC

Mots-clés : maximum de lois géométriques indépendantes

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi géométrique de paramétre p €0, 1[. Soit Z = max(X,Y).

Déterminer |'espérance de Z.

SOLUTION. — 1> Stratégie du max : (Z < k= (X < k)N (Y < k). Voir aussi l’exercice 120.

o La réunion disjointe (X < n) =Uj_,(X = k) donne, en notant ¢ =1 —p

n n ~ 1_ lfp” .
W= S P = k) = p1 -t = pE TP
k=1 k=1 1—(1—]7)
e Comme Z =max(X,Y),ona (Z<n)=(X<n)N (Y <n)et comme X et Y sont indépendantes :

P(Z <n)=P(X <n)P(Y <n)=P(X <n)?=(1-q")>2



132.

133.

e Enfin la variable aléatoire est d’espérance finie car la série numeérique > P(Z > n) converge. Et

+oo +oo “+o0 “+o0
E(Z)=Y P(Zzn)=Y(1-PZ<n-1)=3(1-0-¢") = 01-01-¢)
n=1 n=1 n=1 n=0

+oo +oo +oo 9 1
2n n 2n 3n

RMS 2017 192 ENS PC

(a) Pour tout A > 0, soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre A. Soit ¢ > 0 : montrer que
P(|Xx — Al = ¢\) — 0 lorsque A — +o0.
(b) Soient, pour tout A > 0, des variables aléatoires indépendantes A, By, C) suivant une loi de Poisson de paramétre \.
Etudier I'espérance de Ay = B3 — 44,C,.
(c) Soit Ex(c) = ((|Ax — Al < eA) N (|Bx — Al < cA) N (|Cx — A] < cA)) . Montrer que Ex(3) C (Ax <0).
(d) Déterminer la limite, lorsque A — oo, de la probabilité que le polynéme Ay X2+ B, X + C, ait toutes ses racines réelles.
SOLUTION. —
V(X))

(a) Comme X, posséde une variance, par 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a P(| Xy — E(X))| = ¢\) < G
Comme E(X)) = V(X)) = A, on obtient

2\ > <
PRy = > N < 3,

(b) On sait que V(B,) = A, et la formule de Koénig-Huyghens dit que V(B,) = E(B%) — [E(B,)]?, donc E(B3) = A+ A%
Il en résulte que (en utilisant aussi I'indépendance de Ay et C)) :

E(Ay) = E(B}) —4E(AxCy) = E(B3) —4E(A\)E(Cy) = A+ A% —4)0% = X — 3)\%

Cette espérance tend vers —oo quand A — +00, ce qui laisse penser que le polynéme étudié va avoir une probabilité
petite d’avoir ses racines réelles quand A — +oo.

(© (Y =Al<ed)=((1—c)A <Y < (1+¢)A) avec (1—c)A > 0, ou Y désigne indifféremment Ay, By ou C). L’événement
E)(c¢) implique (en notant que, comme ¢ < 1, tous les facteurs sont positifs) :

Ay < (T4 —4(1—e) )N =(1+c+2(1—0c))(1+c—2(1—c))A* = (3—c)(—1+ 3c)\*.

On en déduit que Ex(3) C (A <0)

(d) Par indépendance,

P(Ex(c)) = P(|Ax = Al < cA)P(|Bxr — Al < cA)P(|Cx — A| < c)) T 1.

Or, si ¢ = %, alors on a l'inclusion Ex(c) C (Ay < 0), de sorte que P(Ay < 0) — 1 quand A — +oc. Donc la
probabilité que Ay X? + ByX + C) ait toutes ses racines réelles tend vers zéro quand A tend vers linfini.
RMS 2017 1077 Centrale PSI
Mots-clés : marche aléatoire dans 7>
On munit R? de son repére orthonormé que I'on note (O,;,j) Un marcheur, initialement en O, se déplace a chaque onstant n
d’un pas dans I'une des quatre directions (nord, sud, est, ouest) de maniére équiprobable. On note A,, = (X,,,Y,,) sa position
a I'instant n. On note aussi Z,, la distance du marcheur au point O a l'instant n.

(a) Déterminer I'espérance et la variance de X,.
(b) Les deux variables aléatoires X, et Y,, sont-elles indépendantes ? Déterminer leur covariance.

(c) Montrer que E(Z,) < y/n.
SOLUTION. —

(a) Le pas (Uy, Vi) effectué a I’étape k > 1 suit la loi uniforme sur 'ensemble {(1,0); (—1,0); (0,1); (0, —1)}. Cela entraine
que les lois marginales de Uy et Vi sont les mémes : leur image est {—1,0,1} et

1 1
PU=1)=PUx=-1)=, et PUx=0)=
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Avec ces notations,

Xy=Ur+ - +U,
Yo =W+ + Wy

De la linéarité de lespérance et de E(Uk) = 0 = E(V}) pour tout k, on tire que E(X,) = E(Y,) = 0. De plus
les variances s’ajoutent car les variables aléatoires Uy sont deux & deux indépendantes (et de méme pour les V}), or
V(Uk) = 3 = V(Vi) pour tout k, dott V(X,,) =V (Y,) = 2.
(b) Cov(X,,Y,) = E(X,Y,) — E(X,)E(Y,) = E(X,Y,) car les variables aléatoires X,, et Y,, sont centrées d’aprés la
question précédente.
Deplus X,,Y,, = (U1 + -+ U,)(Vi+---+V,,) = Z(i,j)e[[l,n]]z U;V;. Or, pour tout ¢ # j, les deux variables U; et V;
sont indépendantes et par suite E(U;V;) = E(U;)E(V;) = 0. D’ou E(X,)Y,,) = > | E(U;V;) = 0 car E(U;V;) =0
pour tout ¢ d’aprés la loi conjointe énoncée a la premiére question.
Les variables aléatoires X,, et Y,, sont donc décorrélées mais elles ne sont pas indépendantes. En effet P(X,, = n,Y,, =
n) = 0 car I'événement (X,,Y,) est impossible tandis que P(X,, = n)P(Y,, =n) # 0 car P(X,, =n) = 1= = P(Y, =
(c) Comme Z2 = X2 + Y72 on a E(Z%) = E(X2) + E(Y,?) = V(X,,) + V(Y,,), la derniére égalité résultant de ce que

X, et Y, sont des variables centrées. La question précédente montre alors que F(Z2) = n. Comme une variance est
toujours positive, on a V(Z,) = E(Z2) — [E(Z,)])* = 0, donc

E(Z,) < VE(Z2) = V/n.
AUTRE METHODE — On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz |E(XY)| < /E(X?)\/E(Y?) aux variables aléa-
toires X = Z,, et Y = 1.
134. RMS 2016 530 Mines Ponts PSI

Soit @ € N*. Une urne contient 2a boules blanches et a boules noires indiscernables au toucher. On effectue une suite de tirages
avec remise d'une boule de |'urne. Soit X la variable aléatoire comptant le nombre de tirages effectués lorsqu’on obtient pour
la premiére fois deux boules noires lors de deux tirages consécutifs.

(a) Montrer que la suite (P(X > n)) satisfait une relation de récurrence d’'ordre 2. En déduire la loi de X.

(b) Montrer que X est d'espérance finie et calculer E(X).

SOLUTION. —
(a) On note B, I’événement « on tire une boule blanche au n-éme tirage .
Soit n € N. L’événement (X > n) est ’événement « il n’y a pas eu 2 boules noires consécutives au cours des n — 1
premiers tirages ». Dot P(X > 0)=P(X >1)=P(X >2)=1.
Pour tout n > 3,
(X>n)=(X=n)nB,) (X =n)nB, ),

et cette union est dijointe, donc les probabilités s’ajouteront. De plus (X > n)NB,—1 = (X > n—1)NB,_1, et
(X>2n)NB_1=(X>2n-2)NB,_2N B,_1, dot, par indépendance des tirages successifs,

P(X}n):§P(X>n—1)+§P(X>n—2).

L’équation caractéristique r2 = %7‘ + % de la relation de récurrence ci-dessus a pour solutions 1:&3\/57 donc

Vn e N¥, P(X}n)—a<1ﬁ> +ﬂ<1+\/§> )

3 3

ol a(1_3\/§) + 5(1-5—37@) =PX>1)=1,et 04(1_3‘/5)2 + B(l'ﬁ)"/‘g’)2 = P(X > 2) =1, i.e. aprés calculs o = 3_4‘/5 et

8= 3+4\/§. La loi de X est donc donnée par X (2) =N\ {0,1} et

VneX(@Q), PX=n)=PX>2n)-PX>n+1)=--

C3+v3(1-v3\  3-vB[1+v3)
12 3 BT 3 ’

cette formule étant encore valable pour n = 1.



. 5 4 . . . L. +o0
(b) O)n sait que X est d’espérance finie si et seulement si la série ) | P(X > n) converge, auquel cas E(X) = > "™ P(X >
n).

Or on vérifie que |%‘/§\ < 1, donc les séries géométriques Z(%)” convergent. Ainsi la série Y P(X > n) est
convergente car c’est une superposition de deux séries convergentes. Et

+oo 1—v/3 1+v3
3—V3 3+V3
X):§ P(X >n)= T f ?I

135. RMS 2024 172 ENS MP MPI
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes telle que X (£2) et Y'(€2) sont finis.
(

t
(a) Soit f : R — R une fonction convexe. Comparer E(f(X)) et f(E(X)).
(b) On dit que X <. Y si, pour toute fonction f : R — R convexe, E(f(X)) < E(f(Y)).
i. Donner un exemple de couple (X,Y) tel que X #Y et X <. Y.
ii. Montrer que, si X <. Y, alors E(X) =E(Y) et V(X) <V(Y).
SOLUTION. —

(a) Les variables aléatoires X et f(X) sont d’espérance finie car ’ensemble X ({2) est fini.
D’aprés le théoreme de tranfert, E(f(X)) = >_,c x () P(X = a)f(a).
D’apres linégalité de Jensen, f(E(X)) = f(X,ex) aP(X = a)) < X ex P(X = a)f(a) car f est convexe,
Yaex P(X =a)=1et Va € X(Q), P(X =a) 20.
(b) i. On pose X = 0 et Y suivant la loi P(Y = 1) = 5 = P(Y = —1). Si f est convexe, alors E(f(X)) = f(0) <
3 /(1) + 3/ (+D).

ii. Pour tout réel a, la fonction x — ax est convexe, d’ou E(aX) < E(aY), donc aE(X) < aE(Y). C’est vrai en
particulier si a = 1 et si a = —1. Donc E(X) = E(Y).

Posons m = E(X) = E(Y). La fonction x — (z — m)? est convexe, d’ou V(X) = E(f(X)) < E(f(Y)) =V (Y).
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Commentaires.

. Laissez entrevoir a ’examinateur dés le début de 'oral ce que vous avez su faire ou non de tous les exercices, par des

formules du type « J’ai résolu, sauf erreur, le deuxiéme exercice et les questions 1 et 3 du premier exercice. Dans la
question 2, je n’ai pas encore conclu mais je pense & un équivalent ou, peut-étre & une comparaison série-intégrale. » Cela
permettra & I’examinateur de vous relancer sur une des pistes. Et vous évitera la frustration, pris par le temps, de devoir

sortir de la salle en fin d’oral en donnant I'impression de ne pas avoir touché & une question que vous aviez pourtant
abordée.

A Toral, au contraire de I’écrit, on annonce le résultat ou la conclusion puis on en fait le calcul ou la preuve. Parce que :

— il est chronophage de prouver un résultat erroné;

— D’examinateur vous dispensera parfois de développer le calcul d’un résultat, s’il constate que vous avez obtenu le bon
résultat. Rien ne vous interdit d’ailleurs, aprés lui avoir exposé le résultat, de lui demander : « Voulez-vous que je
détaille le calcul (ou la preuve) 7 »

Ne pas dire « On voit que » et ne surtout pas dire « On voit directement que » ni « clairement » ni « facilement »ni
« immédiatement ».

On évitera de répéter « du coup »ou « de base ».

5. Si vous écrivez gros, ou en désordre, divisez votre tableau dés le début de ’oral. N’oubliez pas d’appuyer sur la craie.

6. Une indication de I’examinateur n’est pas un piége, ne pas en tenir compte est une bétise et les bétises font perdre des

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

points.

On ne se précipite pas pour répondre & une question de 'examinateur : « Il faut tourner sept fois sa langue dans sa
bouche avant de parler. »

Faire un dessin :

— ¢’il est question de projection orthogonale ou de Pythagore;

— sl vous voulez décrire une rotation autour d’un axe (cela vaut mieux que de faire des gestes) ;

— si vous voulez décrire les propriétés d’une fonction comme « Vz € R, |Arctan(z)| < 7/2», « Vo > 0, sin(z) < z »,
«Ve>—-1, In(l+z)<zyou« Ve eR, e*>1+42x>»

— si vous comparez série et intégrale;

— si vous voulez discuter la convergence d'une série entiére en indiquant R et —R.

Ne pas dire « L’intégrale converge quand x > 0 » mais dire « si » ou « si, et seulement si ».
« Il faut que » ne signifie pas « il faut et il suffit que ».

x < 0 se dit « x est strictement inférieur & 0 »ou « x est strictement négatif » mais pas « x est inférieur & 0 »ni « x est
négatif »

Ne pas dire « Chacun de ces événements est indépendant » mais « Ces événements sont indépendants » ou (ce n’est pas
la méme chose) « indépendants deux a deux ».

Ne pas dire : « ga converge » (I'intégrale, la suite, la série?). Ne pas dire « La suite de fonctions converge »car une suite
de fonctions converge simplement, voire uniformément. Ne pas dire « La série de fonctions converge »car une série de
fonctions converge simplement voire uniformément voire normalement.

« L’union UpenF), est disjointe »ne signifie pas « Vn € N, F,, N F,41 = 0 »mais signifie « Vi # j, F; N F; », autrement
dit « les événements sont disjoints deux a deux »et non pas « chaque événement est disjoint de son successeur ».

« Soit i est une valeur propre, soit —i 'est »est une maniére (maladroite) de dire que « Ou bien ¢ est une valeur propre,
ou bien —i l'est ». A ne pas confondre avec « ¢ est une valeur propre ou —i ’est ».

On compare les fonctions (positives) et non les intégrales pour conclure sur la convergence voire sur la comparaison des
intégrales. Idem pour les suites et les séries.

En proba : d’abord les événements (est-ce une intersection? d’événements indépendants? ou une union ? disjointe ?),
ensuite leur proba.

Les « éléments propres » d’une matrice = ses valeurs propres et ses sous-espaces propres.
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