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Exercice 1. Montrer que ces intégrales convergent et les calculer :
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o oo 242242 (A+1)2

Exercice 2. Etudiez la convergence des intégrales suivantes :
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Exercice 3. On note H,, = Z T pour chaque n € N* et on rappelle que H,, —In(n) tend vers un réel v appelé

k=1

la constante d’Fuler. Soit, pour tout réel ¢ > 0,

L

ro=3-|5]-

Représenter graphiquement la fonction f et justifier qu’elle est continue par morceaux sur ]0, 4+o00].
Montrer que 'intégrale fo t) dt est convergente.

Calculer, pour chaque entier n € N*, le réel I, = fl/n f(t)dt.

En déduire la valeur de 'intégrale fo t) dt.

La fonction f est cpm sur ]0, 00| car (c’est la définition) elle est cpm sur chaque segment inclus dans |0, +oo[. En effet, un
tel segment contient un nombre fini de discontinuités en des abscisses t,, = % Et, en chaque t,, la fonction vaut f (%) =0,
a une limite a gauche égale a 0 et une limite a droite égale a 1.

Vvt > 0, 0 < f(t) < 1. Or l'intégrale fo 1dt converge. Donc I'intégrale fo t) dt converge aussi.

1 1 1o n 1/k
Soit n € N* : ft)dt = / - dt—/ \‘;J dt. La premiére intégrale vaut In(n). La seconde vaut Z / kdt =
1 1 1

1/n /nt /n /(k+1)
nilk 1.1 n_lL = H, — 1. Donc I, =1+ In(n) — H,
ko k+1 k41 no " "

k=1



4. D’apres la premieére question, I, — fol f(t)dt. D’apres la seconde question, I, — 1 —~. Donc fol f@)ydt=1—+~.
n—oo n—o0

Exercice 4 (Oral Petites Mines 2010). Quelle est la nature de l'intégrale f0+oo arctans | (ﬁ—i) dx?

Notons f: z €]0, +oo[— amtanx In (2+z) L’intégrale 0+°° f est impropre en 0 et en +o00. Elle converge si, et seulement si, les

deux intégrales fo f et fl+ f convergent.

La fonction f est continue sur ]0,1] et a une limite finie en 0 (égale & In2 car arctanz ~ ), d’oll I'intégrale fol f est
convergente car elle est faussement impropre en 0.

2
Au voisinage de 400, on a In(2 +$) In (11i) =In[(1+ %)(1 - % + o(%))] =1In(1+ % +o(%)) = é + o(%)7 donc

f@)~ —

@)~ o5

car arctanx —+> g Or z% ne change pas de signe et ffLoo I% dzx converge (d’apres le critére de Riemann en 4+00), ce qui
xTr—r oo

montre que f1+°° f converge.

Finalement, I'intégrale fo+°° f converge.

In(1—¢
Exercice 5. On étudie la fonction F :] — 00, 1[— R, z +— / ni) dt appelée le dilogarithme.

) YIn(1 —1¢)
1. Montrer que 'intégrale / — dt est convergente.
0

1 “+o00
In(1—1¢
2. On note)\:—/ Mdt. Montrer que)\:/
0 t 0 e —1

+oo
3. Pour chaque k € N*, montrer que 'intégrale / ze F dx converge et la calculer.
0

n 1 +oo 1 —e T
4. En déduire que, pour chaque n € N*, Z 2= / r————  dx.
k=1 0
5. Montrer que, pour tout réel z > 0, z <e* — 1.

n
1
6. Montrer que, pour chaque n € N*, 0 < A E — < —
q p q 2 2 n



Tln(1l —t
L’intégrale I= / g dt est impropre en 0 et en 1. Elle converge si, et seulement si, les deux intégrales I =
0

/2 m(1—t U n(1—t
/ M dt et Io = / M dt convergent.

0 t 1/2 t
. In(1—1¢)
it Sl

—1. D’ou l'intégrale I; converge car elle est
t t—0

L’intégrale I; est impropre en 0. Or In(1 — ¢) o —t, d’o
—
faussement impropre.
1 c
In(1 — ¢) dt converge car / In(1—t¢)dt =
1/2

In(1—1¢)

L’intégrale I> est impropre en 1. Or
t t—1—

In(1 —¢) et Pintégrale /
1/2

1 1
[(t—=1)In(1 —t) — t]‘f/z — —— — = In2. Donc l'intégrale I est convergente.
c—1— 2 2

On fait le CDV z = —In(1 — t), de classe C! et strictement croissant de [0, 1[ vers [0, +oo] :

Uin(1—¢ too +oo
/\:—/ In( 1) )dt:—/ _r e*mdz:/ T da.
0 t 0 1—e % 0 e —1

a & efkcc a a esz 1
On fait une IPP : / re  "Cdx = {x } —/ dzx par croissances comparées. Donc l'intégrale converge
0 0 0

RN —
—k a—4oo k2

1
et vaut =] pour tout k € N*.

z”: k% = zn:/-wo:ve"” dx = /+Ooa: <Xn:ekw> dx.
0

k=1 k=170 k=1

n —

1—e ™" . . .
Or, pour tout = > 0, g e F® = ¢~ en reconnaissant une somme géométrique de raison e~ % # 1. Donc
= l1—e 2
n 1 +oo | _eg—nz

E = = / r ——  dx, cette derniere intégrale étant impropre en 0.
=1 k 0 e — 1

Soit z > 0. D’aprés le TAF, 3 €]0,z[, e —e® = e (z —0). Or e¢ > 1. Donc = < e® — 1.
(Autre méthode : dresser le tableau des variations de la fonction [0, 40co[— R, = — e¥ — z — 1 pour montrer qu’elle est
positive. Ou encore : utiliser la convexité de la fonction exp.)

n
1 +oo +oo 1—e N +oo —nx
)\—E —:/ i dx—/ demz/ xe dx.
k:1k2 0 et —1 0 e? —1 0 e? —1

x
D’apres la question précédente, pour tout z > 0, x < e* — 1, d’ou 0 < e 1 < 1 en divisant par e* —1 > 0. D’ou
T —
+oo e~ nT +o00 1 n 1 1
OS/ T dxg/ e " dxr = —. Donc, pourchaquenEN*,OS)\—Z—Sf.
0 et —1 0 n = k2~ n
=1
D’apres la question précédente et en utilisant le théoreme des gendarmes, la série > kfl? converge et A = Z =R
k=1

Exercice 6. Soient, pour chaque n € N,

—_

2

3

4.

5

/2 gin(2n + 1)t /2 sin(2n + 1)t
an:/ sinn+ 1t bn:/ sin@n + 1)
0 t 0 sint

Montrer que ces intégrales généralisées sont convergentes.
Montrer que la suite (by,)nen est constante. Quelle est la valeur de cette constante ?
T sint
Montrer que l'intégrale généralisée I = / —— dt est convergente.
0
Montrer que lim a, = I.
n—oo

s

2] . Montrer que :

(Lemme de Riemann-Lebesgue) Soit f une fonction de classe C! sur [0,

A——+oo

w/
lim / i f(t)sin(At) dt = 0.
0



6. Soit f la fonction définie sur [0, g] par
FO)=0 et ()= - sit#0
== (§] = — — — 81 .
sint ¢
Montrer que f est de classe C?.
7. Etudier lim (b, — ay).
n—oo
+oo ;
. - sint us
8. (Intégrale de Dirichlet) Montrer que / - dt = 5
0
1. Les deux intégrales sont impropres en 0. Or sin@ri)t | sin@ndlt oy + 1, d’ou : ces deux fonctions sont continues
sint 10 t t—0
sur ]0, %] et ont une limite finie en 07, donc les intégrales a, et b, sont faussement impropres, donc convergentes.
™/2 sin(2n + 3)t — sin(2n + 1)t
2. bpt1 —bn = / sin(2n + 3) . tsm( ntl) dt. Or sin(2n + 3)t — sin(2n + 1)t = 2sint - cos(2n + 2)t, d’olt bp41 — by =
Sin
/2 0 T
2/ cos(2n + 2)tdt = 0. Donc la suite (b, ) est constante (et égale & by = 5)
0
t
3. L’intégrale I est impropre en 0 et en +oco : Elle converge si, et seulement si, les deux intégrales Iy = / sin dt et
+o0 t
L = / & dt convergent.
L’intégrale Io est impropre en 0. Elle converge car c’est 'intégrale ag de la question 1.
o . s . * sint —cost * cost
L’intégrale I1 est impropre en +o00. On intégre par parties : —dt = - dt.
.t t . S
—cost 1 o cost .
Or —ceost — — et l'intégrale impropre / cost dt converge car elle converge absolument car | <95t | < % D’ou
t o THO0 T - $2 t t
I'intégrale I1 converge. Donc l'intégrale I converge.
4. Dans cette intégrale impropre en 0, on pose le changement de variable (de classe Cl et strictement monotone) u = (2n+ 1)t
2n+1)w/2 o
(du=(2n+1)dt, t vade 0 a w/2, dot u vade 0 & (2n+ 1)7/2) : an = / Y gy v I d’apres la question 3.
0 u n—oo
5. On intégre par parties (c’est possible car f’ est continue) :
fw/2 )sin(At) dt = [— 5 f(£) cos(At) ]Tr/g fﬂ/2 f!(t) cos(At) dt.
Or _X [f(7/2) cos(Am/2) — f(0)] )\—+> 0 car A — [f(7/2) cos(Am/2) — f(0)] est une fonction bornée.
— 100
Et L f’r/z F!(t) cos(At) dt Newdl 0 car A — foﬂ/Q f'(t) cos(At) dt est une fonction bornée.
En effet ) JT/2 p (1) cos(A) dt) < [T f () cos(N)| dt < [P |8 dt.
6. s]—}lt — % = % o tté6 o t/6 = 0. Donc f est continue en 0. Ailleurs aussi.
1
0+h)— f(0 210 T hZ/60h2(h) 1 1 1
1O+1) = £(0) = sinh__h RL 1-h?/6+h%e(h) = — +e(h) — —. D’ou f est dérivable en 0 et f/(0) = —.
h h h? 6 h—0 6 6
—cost 1 DL 1—2/2 + t2e(t) 1 1—t2/2 + t2e(t) 1
Pour tout ¢ 0, f'(t) = —. Dou fi(t) &5 ——pp o ——— -+ - = ———————————— "} — =
ERAC snZt 2 F'® (t—t3/6+t3e(t))2 2 12 —t4/3 +tte(t) 2
1—t2/24+t%(t)
“12/a1 ) T L 1-t2/2+82/3+82(t) +1 1 1
1=t7/3+17(t) = [2+ /3 +17e(t) + == —l—e(t) — —. D’olt f’ est continue en 0. Ailleurs aussi. Donc
+2 $2 t—0 6
f est de classe C!.
AUTRE METHODE — on utilise le théoréme de la limite de la dérivée : avec la méme preuve que ci-dessus, la fonction f est
1
continue en 0. Avec la méme preuve que ci-dessus, f’(t) t—(>) s Donc la fonction f est dérivable en 0 et sa dérivée est
—
continue en 0.
/2
7. by —an = / F(t)sin(2n + 1)t dt = 0 d’apres les deux questions précédentes.
0 n oo
8. On a montré que : a, tend vers I, by, est constant et égal a %, by, — an, tend vers 0. Donc I = g




Exercice 7. Soit f: x € R} — flx % dt. Montrer (de deux maniéres : avec et sans la [> proposition 15 du
chapitre III) que f(z) est équivalent & In(z) quand x tend vers 0F.

L’idée est de comparer f(z) & [} % =Inz. Or

T Et—
g(z) = f(x) —lnx:/ ! dt

1 t

et—1

et—1
t t

et la fonction ¢ — est prolongeable par continuité en 0 (par la valeur 1), donc I'intégrale impropre fol

et—1
t

dt converge.

1
Posons a = [

dt. On a ainsi lim,_, o+ [f(z) — Inz] = —a, ce qui permet d’écrire, lorsque x — 0T :
f(z) =Inz —a+o(1).

Donc f(z) ~ Inx quand z tend vers 0.

Exercice 8. 1. Montrer que les intégrales généralisées
1 1 2
Int Int
A:/ Y g et B:/(n)dt

n

sont convergentes.

LAl
* — dxestégaléﬁ/ ErA=t)

l+a+- +an 0 1—t
3. Soient ¢t €]0,1] et, pour chaque z € R, f(x) = t* (1 — t*). Montrer que la fonction f est deux fois
dérivable. Calculer £(0), f/(0) et montrer que, pour tout = > 0, |f”(z)| < 3(Int)2.

4. > Réviser la formule de Taylor avec reste intégral.
En déduire que, pour tout ¢ €]0, 1],

1
2. Montrer que, pour chaque n > 2, le réel a,, = /
0

1 3(Int)?
(1=t ¢ St < 2
( )+ n S T2
A 3B
5. Montrer que |a, — —| < —=. En déduire un équivalent de a,,.
n? 2n3

t— t—1

L Int
1. L’intégrale A = / 1 dt est impropre en 0 et en 1 : soient A; = f01/2 ln—tl dt et Ay = f11/2 Int gt L’intégrale A converge
si, et seulement si, A1 et A convergent.

tli—tl o T Int (qui ne change pas de signe), or f01/2 Int dt converge, d’ou 'intégrale A; converge aussi.
=

L’intégrale As converge car elle est faussement impropre en 1. En effet, -2% =

1 en posant t = 1 — u pour se ramener
en 0. Bt Imlou — —utolw) _ 34 501y — 1.
—u —u u—0

Int Inl—u
t— —u

2 2
De méme, "intégrale B converge si, et seulement si, les intégrales By = fol/2 % dt et By = f11/2 % dt convergent.

1/2

2
1{‘_: o In? t. Or lintégrale fxl/Z In?tdt = [tIn?¢t],/~ — 2 fxl/2 Intdt car les fonctions ¢ — t et t — In? ¢ sont de classe C'.
—

Or [t In2 t] ;/ 2 a une limite finie quand z tend vers 0 par croissances comparées. D’ou l'intégrale By est de méme nature
1/2 . e s
que [y’ Intdt, qui est convergente. Donc I'intégrale B converge.

n2(1l—x In%(1 —
By = [1/2120=0) gy o %

1
~ & (qui ne change pas de signe) et / x dx converge. Donc l'intégrale B>
T 0

converge aussi.

1—x)a™

1
2. L’intégrale an, = / ( dx est impropre en 1. On pose le changement de variable t = 2™ (dt = nz" ! dz, x va de 0
0

1 141/n (1 — ¢1l/n
/#dt
0

a1,doutvade0al)quiest bien de classe C! et strictement monotone. D’ott ap = — -
n _

1—=x

3. Soit t €]0,1].
Pour chaque = € R, f(z) =t* (1 —t*) = %12t (1 —e?Int) d’ot1 f(0) = 0.
La fonction f est deux fois dérivable sur R (car c’est un produit de fonctions deux fois dérivables) et f/(z) = (1 —2t*)t* Int,
d’ou f/(0) = —Int.
Puis f”(z) = t* (1 — 4t*) In% t. Or, pour tout > 0, 0 < t* = e®"* < 1 car t €]0,1] et & > 0, d’out : [f”(z)| < 3In?t.



4. La fonction f est de classe C2 (car sa dérivée seconde est continue), d’olt (formule de Taylor avec reste intégral) :

1 Yn o1
f(1/n) = £(0) + = f'(0) +/ (7 - x) f"(z) dz. Donc, pour tout ¢ €]0,1] :
n 0 n

/n
/(1 t”")+ Int /1 (l—x>f”(x)dx
n

1
< (7 x) |[f"(z)| do
n
1/n /1
< 3(Int) 2 (f - x)
0 n
3(Int)?
- 2n2

5. On sait que

3(Int
u pour tout ¢ €]0, 1].
2n?

(1 — ) 4+ l1nt'
n

tY/n (1 =t/ 1 Int 3 (Int)?
1—t nl—t|~ 2n2 1—t

On intégre (c’est possible car toutes ces intégrales convergent d’apres les questions précédentes) :

1 1 1 2
/ dtg/ 3 (nt)”
0 0 2n2 1 —t

On divise par 1 —t > 0 :

pour tout ¢ €]0, 1].

tY/n (1 —¢/") 1 Int
1-—t nl-—t

141/n _41/n 1 1 2
t 1—-1 1 Int 3 (Int
D’oh/¥dt+/7 1 dtg/ —2(“) dt.

0 1—t o n 11—t 0 2n¢ 1 -1

A 3B A an 3B
ivi : - — < — — -1 < — In
On divise par n : |an nd Puis par 2 qu1 est strictement positif : ‘A/TL2 ‘ < 5an njgo 0. D’ou v 1
A
tend vers 0 d’apres le théoreme des gendarmes. Autrement dit, =25 tend vers 1. Donc a, ~ —.
A/n n—oo n2

+oo
Exercice 9. 1. Quelle est la nature de 'intégrale généralisée / In*(t) dt, pour tout & € R?
2

xr
2. Apres une intégration par parties, déterminer un équivalent, quand z tend vers 4+oco, de / In®(¢) dt.
2

1. Soita e R: 2 /<t) tIn*(t) —+> 400 sans forme indéterminée si a > 0 et par croissances comparées si a < 0. D’ou

% = o (In®(t)) quand t tend vers +o0o. Or In“®(¢) ne change pas de signe au voisinage de +o0o et I'intégrale f+°° Lt

diverge. Donc l'intégrale f;oo In*(t) dt diverge aussi.

2. Soit # > 2. Les fonctions u : ¢ — In*(t) et v : ¢+ ¢ sont de classe C1, d’out [ wv’ = [uv]3 — [ w'v. Donc
x
/ In®(¢) dt = zIn®(z) — 2In“(2) — a/ In®~1(¢) dt.
2 2

Or In®1(¢) = o(In®(t)) quand t tend vers +oo. De plus In®(t) est positif au voisinage de +oco. Enfin l'intégrale
f2+°° In®(t) dt diverge. Donc [; In®~!(¢) = o (f;’ In®(t) dt) > proposition 15 du chapitre ITI. Donc

/lno‘(t)dt ~ zln%(z).
2 x

— o0



