MP* (2024-2025) Feuille n° 10

H Séries entieres

1 Généralités
Exercice 1. © Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :
nl n N
1. wa 2. Zlnnw 3. Z2n+1
1 + Z n Sn " n
4. 5. 2 )"z 6. 2"
Z n.2n zn:( +ni)" le?)x x@2n—1)"
7. Za "2 a>0 8. Zz"! 9. ann" "
n n n
Exercice 2. O*(Produit de hadamard) Soit ), anz™ et Y byz™ deux séries entieres de rayon de conver-

gence respectif p; et pa. Montrer que le rayon de convergence R de la série ) anb, 2" vérifie R > p1po.
A-t-on toujours égalité 7

Exercice 3. QQO* Soit
“+o0
1
frx— sin () "
2\

. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere définissant f.

[N

Etudier la convergence en —R et en R.

@

(a) Soit M > 0. Montrer qu’il existe un entier N > 1 et un réel 6 > 0 tel que, pour tout x €]1-46, 1],

alors
N 1
i — "> M.
321 sin (\/ﬁ) " >

(b) En déduire la limite de f(z) quand = — 1~

4. (a) On considére la série entiere

= 1 1
gz 7;2 {sm <\/ﬁ> —sin (Vﬁ)} x™.
Démontrer que cette série converge normalement sur [0, 1].
(b) En déduire que lim, ,;- (1 —z)f(z) = 0.
5. Reprendre les questions précédentes si Z a,x" est une série entiere de rayon de convergence 1 telle
que la suite (a,) est décroissante, tend vers 0 et Z a, diverge.

Exercice 4. O** Soit f(z) =, a,z™ une série entiere de rayon de convergence R > 0 et soit r < R.

1. Montrer que, pour tout entier k, la série de fonctions 6 — > a,r™e' ™= k)% converge normalement
sur [0, 27].
2. En déduire que pour tout £ € N, on a

27
2nrhay, = f(re®)e ™0 qg.
0

3. Application : on suppose que R = 400 et que f est bornée sur C. Montrer que f est constante.



Exercice 5. ***(Le théoréme taubérien faible)
Si f(2) = > 0,50 an2™ est une série entiere de rayon de convergence 1 telle que

an =0 ()
et

lim, ;- f(z) = S existe

alors ) - an, converge et > <, a, = S.

Exercice 6. *

_——

1. Montrer que la fonction ¢ — est intégrable sur |0, +o0].

12
+o0 (_1)n+1z4n71

2. Soit f la somme de la série entiere f(z) = Z

———— . Montrer que f admet une limite en
< nl(dn—1)

n=

—+00.

2 Calcul de sommes

Exercice 7. © Calculer la somme pour tout complexe z de la série entiere :

14+n+n?+n? "
Sz =y A
n>0 ’

Exercice 8. * Déterminer le rayon de convergence et calculer pour = € [—R, R] la somme

n

Z n(n+1)

n>1

—+oo
-1 n+1
Exercice 9. * On considere la série entiere f(z) = E ((2)_|_1)x2"+1

n(2n

n=1
1. Quel est son rayon de convergence, que I’on notera R ? Y-a-t-il convergence aux bornes de 'intervalle
de définition ?
2. Sur quel intervalle la fonction f est-elle a prior: continue 7 Démontrer qu’elle est en réalité continue
sur [-R, R].
3. Exprimer, au moyen des fonctions usuelles, la somme de la série dérivée sur | — R, R[. En déduire
une expression de f sur | — R, R|[.
00 1
(71)n+
4. Calculer _
Z n(2n +1)

n=1

S~ (D"
Exercice 10. * On considere la série entiere f(z) = Z — "
—n(n—1)

—_

. Déterminer l'intervalle de convergence de f.

[\

. Démontrer que f est continue sur son intervalle de convergence.

w

. Exprimer f’, puis f, a 'aide de fonctions usuelles sur U'intervalle | — 1, 1].
_1)"
4. Déduire des questions précédentes la valeur de Z Q
= n(n—1)



3 Développement en séries entieres

Exercice 11. O* Déterminer le développement en série entiere au voisinage de 0 de la fonction f définie
par
1—2?
r) = arctan | ——
@) (1 + 72 >
et préciser le rayon de convergence R.
Exercice 12. * Déterminer le développement en série entiere au voisinage de 0 de la fonction f définie

par
f(z) =In(2* — 5z +6)

et préciser le rayon de convergence R.

Exercice 13. * Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f définie
par
f@)=In(1+2z+2%)

et préciser le rayon de convergence R.

1
Exercice 14. O** Montrer que la fonction T exp (> est développable en série entiere en 0 et

1—=
calculer son développement.

Exercice 15. ** Déterminer le développement en série entiere au voisinage de 0 de la fonction f définie

par
flz)=v\z+ m

et préciser le rayon de convergence R.

4 Equation différentielles

Exercice 16. O* Déterminer toutes les fonctions développables en série enti¢re au voisinage de 0 qui sont
solution de I’équation différentielle

(1 —2)y" —2(1+2)y +y=0.
Exercice 17. ** Soit 1’équation différentielle
2zy" —y + 2%y = 0.

1. Trouver les solutions développables en série entiere en 0. On les exprimera a 'aide de fonctions
classiques.

2. A T'aide d’un changement de variables qui dervrait apparaitre comme raisonnable, résoudre I’équa-
tion différentielle sur R% et R* .

3. En déduire toutes les solutions sur R.

5 Séries génératrices
Exercice 18. O* Soit (u,,) la suite réelle définie par ug = 1 et, pour tout n > 0,
n
Upy1 = Zukunflw
k=0

On suppose que la série entiere f(x) = u,x™ a un rayon de convergence strictement positif » > 0.
ppose q n>0 y g p

1. Démontrer que, pout tout z € | —r, —r[, on a zf?(z) — f(x) +1 = 0.



1—+v1—4x
2x
3. En développant en série entiere la fonction précédente, calculer u,, en fonction de n.

2. En déduire qu’il existe p > 0 tel que f(z) = pour tout x €] — p, p[, z # 0.

Exercice 19. QO* Montrer que le nombre de solutions (x,y, z) € N® de 1’équation x + 2y + 3z = n est

_(n+L)(n+5) 17 (=)™ 2 2«
p(n) = 12 7 3 + 9 cos 3

Exercice 20. *** Pour n > 0, on note B,, le nombre de partitions d’un ensemble & n éléments. On appelle
B,, le nombre de Bell.

Pour n = 0, By = 1, car il n’existe qui n’admet que la partition vide : la partition vide n’ayant pas
déléments, tout élément est bien non vide!

1. Montrer que

Vn €N, By =Y (Z) By,.

k=0

B
2. En déduire que B,, < n! puis que la série génératrice de la suite (—7) :
n!

+o0
o)=Y o

a un rayon de convergence R > 1 : c’est-a-dire converge pour |z| < 1.
n

z
3. Montrer que ¢’ s’écrit comme le produit de Cauchy de Z — avec o(2).
n!

1 z
4. En déduire que p(z) = —e° .
e

5. Calculer le développement en série entiere de e¢” en 0 puis en déduire la formule de Dobinski

1+°°nk
VkeN, B, = -
en B=1Y

n!
n=0

Vous devrez intervertir une double somme avec précaution !

6. En utilisant I'exercice de la feuille précédente sur le calcul du nombre de surjections, montrer que

n n—

N

VneN, B, =) :

i—o | \i=0

(—1)7 )
! i
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H Séries entiéres

(Solutions)

Solution 1. 1. Posons a,, = (ZLn‘)' Alors

Gpy1 n+1 _ 1 0
an  (2n+2)2n+1) 4n+2 '

D’apres la regle de d’Alembert, le rayon de convergence est +oo.

2. On sait que (InnR™) est borné si et seulement |R| < 1. Ainsi, le rayon de convergence vaut 1.

3. Pour R >0, on a
\/‘RQn n
o 41 ~+4o0 \/>

2
Ceci est borné si et seulement, si % < 1. Le rayon de convergence est donc v/2.

4. Posons u, = % Alors

_nfiillz V2l P
2(n+1) 2 V2

Ainsi, si |2|> < /2, la série de terme général |u,| est convergente d’apres le critere de d’Alembert,
alors qu’elle est divergente si |z|> > /2. On en déduit que le rayon de convergence de la série enticre

est {’/Q

5. On remarque que

Un+41
Un

(n— D)2 < |2+ nil|"] < 2+ )2l
Alinsi, la série converge pour |z| > 1 et diverge pour |z| < 1. Son rayon de convergence est donc 1.

6. Notant u, = 1><3><(71)(;nl) " on applique la reégle de d’Alembert pour étudier la convergence

absolue de cette série. On a :
Un+1 _ |2|

Up, 2n +1
La série entiere est donc convergente pour toute valeur de z. Son rayon de convergence est donc
+0o0.

7. On applique a nouveau la regle de d’Alembert a u,, = a\/ﬁ|z|”. On obtient

— 0.

Un+1 _ |z\a‘/"+17\/ﬁ.

ey - (1 e (1)) s

Ainsi, on obtient que
Un+1
24 5 2]a® = |2
Un
On en déduit que la série des modules converge absolument pour |z| < 1 et diverge pour |z| > 1.
Le rayon de convergence de la série entiere est donc 1.
! s
8. Pour |z| < 1, on remarque que |z|™ < |z|™ et donc la série est convergente. Pour |z| > 1, le terme
général de la série ne tend pas vers 0 et la série est donc grossierement divergente. On en déduit
que le rayon de convergence de la série entiere est 1.



9. Pour u, = n™"|z|", on étudie la convergence en appliquant la regle de Cauchy :
S = 0"z = exp ((Inn x Inn)/n)|z| — |2].

La série est donc convergente pour |z| < 1 et divergente pour |z| > 1. Son rayon de convergence
vaut 1.

Solution 2. Soit 0 < r < pipe. Alors il existe 11 < p1 et ro < po tel que r = ry7y. Les suites (a,r]) et
(bn ) sont bornées. Il en est de méme de la suite (a,b,rry), c’est-a-dire de la suite (apb,r™). Comme
ceci est vrai pour tout 7 < p1pa, le rayon de convergence recherché est au moins égal a p1ps. On n’a pas
toujours égalité. En effet, si la premiere série est > 2" et la deuxieme série est don 2?7 *1 alors leur
produit de Hadamard est la série nulle, qui est de rayon de convergence égal & 400, alors que dans ce cas
pP1P2 = 1x1=1.

Solution 3.
1. Puisque sin (ﬁ) ~ oo ﬁ, on démontre par exemple par le critere de d’Alembert que le rayon de
convergence vaut 1.

2. Par croissance de la fonction sinus entre 0 et 7/2, la suite (sin(1/y/n)) est décroissante, et positive.
D’apres le critere des séries alternées, la série converge en —1. En 1, la série ) sin(1/\/n) est
divergente, par comparaison a la série de Riemann divergente > 1/4/n (on compare bien des séries
a termes positifs).

3. (a) Lasérie ) sin(1/y/n), qui est & termes positifs, est divergente. Il existe donc un entier N > 1

tel que
al 1

De plus, cet entier N étant fixé, la fonction h : z +— 22;1 sin(1/4/n)z™ est continue en 1. Ceci
donne 'existence de § > 0 tel que, pour tout = €]1 — §, 1],

h(z) > h(1) - 1.

Cecl est exactement le résultat voulu.

(b) Puisqu’on a une série & termes positifs, la série majore toutes ses sommes partielles. Ainsi,
pour tout M > 0, on peut trouver § > 0 tel que, pour tout x €]1 — 4, 1],

fz) > M.

Ceci signifie exactement que f tend vers +o0o en 17.

4. (a) Il est clair que, pour tout z € [0, 1], on a

. 1 . 1 n ) 1 . 1
sin| — ) —sin|{ —— | z sin[ —= ) —sin| —— || .
() =)= () - (7))
On peut remarquer que ’on a une somme téléscopique convergente ou ou, par exemple, d’apres
I'inégalité des accroissements finis,

<

1 1 1 1 C
] P Q) R < | < ——
Sln(\/ﬁ) bln(\/ni —1)‘ ‘\/ﬁ \/ni —1‘ ’I’L?’/2

—3/2

La série (numérique) de terme général n
normale de la série définissant g sur [0, 1].

étant convergente, ceci prouve la convergence

(b) Un calcul aisé montre que
(1—2)f(z) = sin(L)a + g(a).
Or, g étant continue en 1, on trouve

lim (1 — 2) f(z) = sin(1) + g(1) = sin(1) + io {sin <1> ~sin < ! ﬂ ~0.

r—1




Solution 4.

1. Puisque 7 < R, il résulte du lemme d’Abel que la série ) |a,|r™ est convergente.
Puisque |a,7"e' ™ *)?| = |a,|r" pour tout # € [0,27], on en déduit la convergence normale de la
série demandée sur [0, 27].
2. On a
f(reié)e—ilw _ Z anrnei(n—k)O.
n

Puisque la série converge normalement, donc uniformément sur [0, 27], on peut inverser 'intégration
et la sommation et on trouve

2 2m
f(re®)e"*0qg = Z anr"/ el n=F0qp.
0 - 0

La derniére intégrale est égale a 0 si k # n, et a 27w sinon. On en conclut que

2
f(re)e=*0d = 2mayr*.
0

3. Pour k> 1,0n a
1 27‘(‘

ak f(re®)e*0dp.

= 2k 0
Soit M > 0 tel que |f(z)] < M pour tout z € C. Alors on a

2

M
. Md@z—k.
2rrt Jo r

lag| <

Faisant tendre r vers +o00, on trouve ax = 0 pour k > 1, ce qui entraine que f est constante.
Solution 5. Pour tout N > 0, on pose Sy = ZQLO ayp, alors pour tout x €]0,1[ et tout N >0, on a
N +oo
SN—f(x):Zan(l—x”)— Z anz"”
n=0 n=N+1

oronapour 0 <z <1
l-z"=(1-2)(1+z+-+2"") <n(l-2z)

d’ou
N “+o0 n
Sy = f(@)] <> nlanl (1-2)+ > 7 lanl 2™
n=0 n=N+1

Puisque la suite (kay), tend vers 0 , on peut en considérer un majorant M, on obtient

+o00
1 1
Sy — f(x)| <K NM(1 —x) + — sup nlay, " < NM(1—2)+ ——— sup nlan|.
v S0 < NMQ=a) + 5 swplenl 32 (1=2)+ =g Sp ol

Soit 0 < € < 1, d’apres ce qui précede, on a
5 1
‘SN—f(l— —)‘ < Me+ = sup n|ay,|
N € n>N
or la suite (kag), tend vers 0 donc il existe Ny € N tel que sup,,, y, 7 |an| < €? d’olt

VYN > NOv

Sw—f (1= %) =+ e,



Puisque f(z) tend vers S lorsque x tend vers 17, il existe N1 > Ny tel que

d’olt

VNle,‘S—f(l—%)‘gg

UN 2Ny IS - swl < |s - (1= )|+ [sw— £ (1- )] <+ 2)e

N

i.e. Sy tend vers S quand N tend vers l'infini.

Solution 6.

1. On remarque d’abord que la fonction se prolonge par continuité en 0. En effet, au voisinage de 0,

on a

1—6_t4 N;#:—tQ

12 12

et la fonction se prolonge par 0 en 0. Au voisinage de +o00, la fonction est équivalente a t% qui est
intégrable car 2>1. La fonction est donc intégrable sur ]0, +oo].

2. La fonction t —

t2

on a pour tout x € R

t4

1— e—t4 +oo ( 1)n+1t4n—2

t2 :Z_ n!

n=1

Par intégration de cette série entiére, on trouve

Ainsi, f admet une limite en oo égale a f0+oo

Solution 7.

Solution 1 : On reconnait le DSE de la fonction exponentielle en écrivant 1 +n +n? +n? = n(n —

2)+4n(n—1)+3n+1let

S(z) =

T +00 n+1t4n72 T —tt
/ EDT / L=
nl L

4
1—e?
12

dt.

nn—1)n-2)+4n(n—-1)+3n+1 ,
5 =)= n'< ) .

n>0

1 n
> T L e
n>3 n>1 n>0

(23 + 427 —|—Sz+1)exp(z)

et la série est de rayon infini.

k

Solution 2 : On calcule par récurrence sur k ¢j, = Z — "

On a po(z) =€ et

On en déduit

o
n>0
VEk e N, zp)(x = prr1(2)
n>0
@o(z) e’
pr(z) = z(e") =uwe”
wo(x) = x(xe®) = (2 +x)e”
p3(x) = x((2z+1)e") (z° + 322 + x)

Dot o(z) = (23 + 422 + 3z + 1) exp(x).

est développable en série entiere en 0, de rayon de convergence +oo, et

1)(n—



Solution 8.
. . z"
Version 1 : Si p(x) = 7%31 1) alors ( 7; — = —In(1 — x) est une série entiere de rayon

de convergence R = 1. On en déduit que le rayon de convergence de ¢ est 1.
De plus, Vz €] — R, R[, z¢(x) est la primitive de —In(1 — z) qui s’annule en O :

zp(z) =z — (x — 1) In(1 — ).

On en déduit :

Vo €] = B, RO}, o@) =1 = “— 2 In(1 — o) et o(0) = 1.

" 1 1
De plus, si x = R = 1, x = ~ — donc la série est normalement convergente sur
nn+1) n(n+1) n?
[ R, R], donc ¢ est définie et continue sur [—R, R]. On en dduit que

-1 -1
p(1)= lim 1-— * In(l—z)=1et p(—1)= lim 1-— z In(1 —z)=1-1n(2).

T—1— T rz——1+
) 1 1 - -
Version 2 On remarque que —(n + 1) ~ —, donc le rayon de convergence de la série vaut 1 et la série

est normalement convergente sur [—1, 1]. De plus, pour n > 1, |z| < 1 et z # 0

" " 1 xn—i—l

nn+1) T n zntl

Et donc
z" 1 " z—1
N1 ) gl =1 In(1 — ).

POt | DEll It n(l - )

n>1 n>1
Puis on calcule les limites en 1~ et en —17 comme dans la version 1.
Solution 9.

_ (=nrtt 22n [unia| _ _n(2n+1)a® 2 At T < )
1. Posons u, = T CTERE L Alors e = Dy |z|*. Ainsi, d’apres la régle de d’Alembert,

la série entiére est convergente pour |z| < 1 et dlvergente pour |z| > 1. Son rayon de convergence
_1)n

n>1 n(2n+1)

prouver qu’elle converge d’apres le critere des séries alternées). De méme, pour z = —1, la série

Yot W{H) est convergente. f est donc définie sur [—1, 1].

est donc 1. De plus, pour z = 1, la série ) est (absolument) convergente (on peut aussi

2. La théorie des séries entieres nous dit que f est continue sur son intervalle ouvert de convergence,
c’est-a-dire sur | — 1, 1[. Pour prouver la continuité sur [—1, 1], on va prouver qu’il y a convergence
normale sur tout l'intervalle [—1,1]. En effet, pour tout = € [-1,1], on a

(_1)n+1xn
n(2n+1)

1
~n(2n+1)

et le membre de droite de I'inégalité est le terme général d’une série numérique convergente (insistons
sur le fait qu’il ne dépend pas de z). La série est donc normalement convergente sur [—1,1]. Comme

_1\yntl, .n . , . .
chaque fonction x — (nngg; est continue sur [—1, 1], on en déduit que f est continue sur [—1,1].

3. La série dérivée est, pour |z| < 1,
n+1

zo:o =In(1 + 2?).

En effet, pour z €] — 1,1[, on a 0 < 22 < 1 et on est bien dans le domaine de validité du dévelop-
pement en série entiere de In(1 + ). Puisque f(0) = 0, on en déduit f(z) = f; In(1 4 t?)dt. On



calcule cette intégrale en effectuant une intégration par parties :

flx) = /Omlxln(1+t2)dt

t 17 o2
= |—| -] —dt
1+t2], Jo 1+1¢2
2411

_ 2

r 1
— 2

x

= zln(l +2?) — 2[t — arctan(t)];
rIn(1 4 z?) — 2z + 2arctan z.

4. L’égalité f(z) = xIn(1 + 2?) — 2z + 2arctan z n’est valable que pour z €] — 1, 1[. Mais le membre

de droite comme celui de gauche sont continus en 1. Par continuité, I’égalité précédente reste vraie
sur [0, 1] tout entier. On conclut que

too (_1)n+1 T

Zm:f(l)zln@)—wr?

n=1

Solution 10.

1. Le rayon de convergence de la série entiere est 1. De plus, puisque

=y | C
N < =
nn—1)| ~— n?

on a aussi convergence en 1 et —1. L’intervalle de convergence est donc [—1, 1].

. Les théoremes usuels concernant les séries entieres ne donnent la continuité que sur l'intervalle
ouvert | — 1,1[. Si on veut obtenir la continuité sur I'intervalle fermé, il faut aller plus loin! Pour
cela, on va montrer la convergence normale de la série sur l'intervalle [—1,1]. En effet, pour tout
x €[-1,1] et tout n > 2, on a

n(n —1)

C

_n2

et cette derniere série est convergente. Puisque chaque fonction z — %x" est continue sur
[—1,1], on en déduit la continuité de f sur [—1,1].

. f est dérivable sur | — 1,1[ et on a

Par intégration, pour tout x €] — 1,1], on a
flz)=14+2)In(l1+2)—z+C.

La constante C se calcule en remarquant que f(0) =0=C.

. L’égalité précédente est, a priori, vraie sur | — 1, 1[, mais puisque f et z — (14 z)In(14z) — x sont
continues en 1, elle est aussi vraie en 1. On en déduit

> n(_i = f(1)=2In(2) — 1.

10



2
Solution 11. On calcule f'(z) = %Y _ dont on déduit que f admet un DSE en 0 de rayon de conevr-

1+ 24
gence R =1 et
4n+2
f(x) = % — arctan = — + Z n“ an +1
n>0
Solution 12. On calcule f'(x) = — L - !
20lution 21z. - 2—z 3-=z
1 1\ 2"
=In6— ot o | —
Fo) =63 (5 + 5 )

n>1

et le rayon de convergence vaut 2 en prenant la défintion.

3

11—z
Solution 13. On écrit 1 + = + 22 = . le résultat est alors immédiat.

—x
P! = (n+p)!
Solution 14. On connait le DSE de = Z z".
(1 —x)ptl = n!
On en déduit
+oo
1 1 1
() - Laae
(S,
- Z Z (»)2n! z
p=0 \n=0
Fubini io (io (n+p)!> z"
B 12 ]
= \= (! n!

La convergence étant assurée, puisque pour 0 < x < 1 les séries sont a terme positif.

Solution 15. On calcule

x
14 ———
f/(ﬂf): V1+x2 — f(l‘)
Wr+Vi+taz 2V1+a?
puis
T
VIF22f(z) — fla)——
f”(x):} o) f(x)1+x2
2 1422
dont on déduit que f vérifie I’équation différentielle
(1420 ") +af () - L = o

4

1
avec les conditions initiales f(0) = 1 et f'(0) = 3 On verra que cela détermine la solution de maniere

unique.

On pose f(z Z ap,x™ et on obtient
+o00 1
Z [(n +1)(n+2)apto + <n2 — 4) an] 2" =0
n=0

et

2n+1)(2n — 1)a
[ r 2@+ 1)

Ap4+2 = —

11



qui montre déja que pour les indices paires et imapires le rayon de convergence est 1 donc pour la série
complete aussi.
On en déduit par les techniques habituelles

(=)PHt f4p -2 (= 4p
a = —— a - —_—
7 oty \2p—1) TP (2p41)2%t1\2p

Solution 16. On procede par analyse-synthése. On suppose qu’il existe une solution développable en sé-

rie entiere y(z) = :O% anz™, de rayon de convergence R > 0. On introduit ce développement dans

I’équation :
2*(1—2) Z n(n —1Da,z"? —2(1 4 z) Z nap,x" "t 4 Z anz™ =0
n>2 n>1 n>0
pour tout x €] — R, R, soit encore

n(n — Dayz™ — n(n — 1)a,z™" napx” — na,z" 4+ apx™ =0
> > -2 > >

n>2 n>2 n>1 n>1 n>0

On réindexe les deuxiéme et quatrieme somme de sorte d’obtenir a l'intérieur le terme x"

Z n(n — Dayz™ — Z(n —1(n—2)ap—12" Z na,x"” — Z(n —Dap_12™ + Z anx”,

n>2 n>3 n>1 n>2 n>0

ceci étant identiquement nul sur | — R, R[. Sachant qu’une série entiére est nulle si et seulement si tous
ses coefficients sont nuls, on peut identifier. Le terme en x° donne ag = 0, celui en ' donne 0 = 0, celui
en 22 donne 2as — 2as — a; + as = 0, soit as = a1. Pour n > 3, , on obtient

(nn—=1)—=n+a,+ (- (n=1)(n—-2)— (n—1))an—1 =0

i.e. ay = a,—1 pour tout n > 3. Toute solution développable en série entiere s’écrit donc :

ax
x):aZx":m, a€R.

n>1

Réciproquement (c’est la partie synthese du raibonnement) on vérifie aisément, en les introduisant dans
I'équation différentielle, que les fonctions x +— % sont solution de I’équation.
Une fois cette solution trouvée, on peut alors resoudre completement I'équation différentielle en utilisant
la méthode d’abaissement de 1'ordre.
Solution 17.
1. Soit y(z) = Z;;Og a;xz" une solution de I'équation développable en série entiere. Alors, on a
+oo

Qxy” — y/ + ;L'Qy = —ay + 2asx + Z ((Z + 1)(22 — 1)ai+1 + ai_g)xi =0.
=2

Par unicité du développement en série entiére, on trouve a; = as = 0 et la formule de récurrence
1
Qjy1] = ————————Q;_2.
T T+ @i—)
On a donc, pour tout k dans N, asx+1 = asg4+2 =0 et
1 1
a = - (QA3t_ 3 — ——— (AL _13.
T T Bk(6k—3) M T ok(2k—1) M

Par récurrence,

(—1)* (—1)F2kk!  (—1)k2k

93k T QREI(2k — 1) % (2k —3) - x 3x 10" 9REI(2k) “° T “ok(2k)1 *°

12



Réciproquement, pour tout ay dans R, la série entiere

+oo ] k:2k
y(x) = ao Z (Qk(;k:)! "
k=0

a pour rayon de convergence +oo et est solution de I’équation différentielle.
. . N . . N . . 3k .
Si on cherche maintenant a identifier a une fonction classique, le terme % nous met sur la voie.

Cela ressemble au terme général de cos(z), ou plutdt de cos(z?/2). Comme ceci n’est défini que pour
z > 0, il faut aussi considérer cosh ((—z)3/2) pour < 0. Avec une homothétie pour obtenir 2°

ok on
trouve finalement que

ag cos g:ﬁ;’ﬂ siz >0

y(z) =
ag cosh (%(—xﬁm) six <0.

. La forme de la solution trouvée précédemment nous conduit au changement de variables t = gx‘g/ 2
pour z > 0, c’est-a-dire & chercher I’équation différentielle vérifiée par z(t) = y(x). Or,

2
_ ga:l/zz'

y'(x) (t)

et

" o 1, \/5 ’
y'(z) = 5%z )+ yPYeke (t).

On trouve donc
20y — vy + 2%y = 2%z —|—7 2 4222 =0.

z vérifie donc 1'équation différentielle z” + z = 0, et donc z = Acos(t) + wusin(t) pour A\, u € R.
Autrement dit, la solution générale de (E) sur ]0, +oo[ est donnée par :

y(x) = Acos (?x3/2> + psin (?x?’/z) .

Pour résoudre I’équation sur | — 0o, 0], on pose cette fois t = ?(—x)?’/? La fonction z(t) = y(z)
vérifie 'équation différentielle 2’/ — z = 0, et donc la solution générale sur | — 0o, 0] est donnée par

2 2
y(z) = X cosh ({x‘?p) + 1/ sinh <\3fx3/2> .

. Soit y une solution de (F) sur R. D’apres la question précédente, on sait qu’il existe des constantes
A, N ' € R telles que

2 i ﬁxl/Qz’—gxl/Q /

Acos (§x3/2 + psin (%x?’m pour = > 0

y(z) =
X cosh (%(—x):‘/z) + ¢/ sinh ?(—x)wz) pour z < 0.

Comme y est continue en 0 et que limg+ y = A alors que limg— y = )\, on en déduit que A = X
D’autre part, pour x > 0, on note y(z) = Ay1(z) + py=(x). On a

"
" _ : 3/2 _ T 3/2 3/2
ys () = <sm (3 T =73 sin 3 T + 12172 cos 3 T .

Pour z — 0, ceci tend vers +oo. Or, puisqu'une solution de (E) est de classe C?, on sait que y"(x)
admet une limite (finie) quand « tend vers 0, et que y; se prolonge en fonction C* sur R. En
particulier, limg y{ existe (et est finie). Puisque limg+ " = Alimg+ yf + plimg+ v, ceci ne peut étre
fini que si p = 0. De méme, on trovue que ' = 0. Les seules solutions sur R de (E) sont donc celles
données par la premiere question.

13



Solution 18.

1. On introduit la série entiere f(x) = > -, u,x™. Supposons que son rayon de convergence soit
r > 0. Alors, faisant le produit de Cauchy des deux séries, on a, pour tout = €] — r, |,

n
= E v avec v, = g UkUp—f = Upt1-
k=0

n>0

Autrement dit, on a

) = St = 1D O

x
n>0

Pour chaque = €] — r,r|[, f(x) vérifie donc 1’équation
zf*(x) — f(x)+1=0.
2. Il en résulte que, pour chaque = €] — r, [, on doit avoir

f(z) = 1-Vvi-dw VZ;_M ou f(z) = 1+V1i-dz V21x_4x

Or, f doit étre continue en 0 avec f(0) = 1. S’il existe une suite (z,,) tendant vers 0 pour laquelle
f(zy,) = Hy o \/2;:4@'71, alors | f(x,)] = 400, ce qui est contradictoire. Donc il existe p > 0 tel que
1—-+v1-4
flx) = 2717 pour tout x €] — p, p[.
x

3. Réciproquement, soit f(z) = 1=¥1=4 VQ}E_“ six #0, f(0) = 1. On va prouver que f est développable en
série entiére au voisinage de 0. En effet, pour tout « €] — 1/4,1/4[, on a

VI—dr=1- 22 (2n—2

(n—1) ' n'
On en déduit que, pour tout z €] — 1/4,1/4[, on a

“+o0
B (2n)! o
J@) = nz:% nl(n+1)!

Puisque f vérifie z f2(z) — f(z)+1 = 0, le calcul effectué & la premiere question (ie le développement
en série entiere de x f2 — f+1) prouve que, en posant a,, = %7 ag=1letay,4 = ZZ:O ApOpy—J-

On en déduit que, pour tout n € N, on a

(2n)!
nl(n+ 1)l

Up = Apn =

Les nombres u,, s’appellent les nombres de Catalan.

Solution 19. Pour [¢| < 1, on effectue les développements en série entiere suivants :

“+oo
e T
k=0
de sorte que On décompose cette fraction en éléments simples
1 1 1 17 1 1 1

Q-0 -2)1—F) 6(1-07 41-02 72010 80+  9L-jt)  9(1-j20)
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En dérivant la série géométrique, il vient.

1 = 1

+oo
e > (k4 1)tk et = kZ:O

k=0

(k+2)(k + 1)t*

N |

d’ou en remplagant plus haut

+

oo

1

1-t)(1—-)(1-13)

1 1 17 (=% 1/ o2
=S (k42 + 1)+ (k1) + — = )) ¢,
0<12(+)(+)+4(+)+72+ < +9(63+e ™))

o~
Il

(k+1)(k+5) 17 (=) 2 2r

et on a donc, pour tout k > 0,p(k) = —————~ + — + + = cos —.

12 72 8 9 3

Solution 20.

1.

4.

5.

Pour tout 0 < k < n, on consideére Ej ensemble des partitions de {1,--- ,n+1} telles que la partie
A, 41 contenant ’élément n + 1 est de cardinal k + 1. Chaque élément de Ej est déterminé par
une k-combinaison parmi n donnant les k éléments de A, 1 \ {n + 1} puis par une partition de
I’ensemble des n — k éléments restants donc B,,_y.

On en déduit

Vn € N, Bn+1 = Z (Z)Bnk = Z (n i k)Bnk = Z (Z)Bk

k=0 k=0 k=0

. On procede par récurrence, il est clair que By = 1 < 0!. Puis on suppose que la relation est vraie

pour tout 0 < k < n. la relation plus haut montre que

n

Bny1 <Y (Z)k' => (nﬁ'k)' <nl(4+1) = (n+1)!
k=0 k ’

=0

B
et donc —T'L <1, ce qui montre que le rayon de convergence de ¢ est > 1.
n!

On calcule le produit de Cauchy pour |z| < 1 des séries entiéres

1, B , ~ 1 B\,
Z;Z XZWZ = Z(Z(n_kﬂkf)z

n>0 n>0 n>0 \k=0
n
n! Z"
= 73 —_
(3 ) 5
n>0 \k=0
+
= z
n!
n=0
= ¢'(2)

La fonction ¢ est solution de ’équation différentielle

y=ey

z

z 1
et o(z) = Ae® et comme ¢(0) = 1, on obtent bien p(z) = —e® .
e

Pour calculer le développement en série entiere de ¢ on peut calculer la composée :

1 e 1 1 nz)k 1 1 n
TOREII- D D1 DL PO 1 D3k B

n>0 n>0  \k>0 ’ E>0 " \ k>0
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d’ott le résultat, & condition que l'interversion soit licite, mais pour z € [0, 1], les sommes & termes
positifs, il n’y a donc pas de probléeme.

On peut aussi éviter cette double somme en remarquant (facile) que la formule proposée vérifie la
relation de récurrence de la question 1/ (on intervertit une somme finie et une somme infinie), mais
¢’est moins drole.

6. Une surjection sur un ensemble & p éléments détermine une partitions a p ensembles.
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