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H Espaces vectoriels normés

1 Normes

Exercice 1. O* Soit n € N*. Pour chaque polynéme P € R[X], on définit
n 1
F(PY=>_IP@)| et g(P)=|P(0)| +/0 |P'(t)| dt
i=0

1. Montrer que f est une norme sur l’espace vectoriel R, [X] mais pas sur ’espace vectoriel R[X].

2. Montrer que g est une norme sur l’espace vectoriel R[X].

Exercice 2. * Soit E = C%([a, b],R) et (f,) une suite de fonctions de E et f € E. Comparer les conver-

gences
Lo lfn=Sflli =0, 2: Ifa—fllo—=03: ||fn — flloc = 0.

Exercice 3. ** Soient £ = C'([0,1],R) et N: E — R définie par

N(f) = V £2(0) + / f2(t) dt.

1. Montrer que N définit une norme sur E.
2. Montrer que || |loo < V2N.

3. Montrer que N et || ||oo ne sont pas équivalentes.

Exercice 4. ** Soit N l'application de R? dans R : (z,y) — sup;cg

1. Montrer que N est une norme sur R2.
2. La comparer a la norme euclidienne.

3. Expliquer.

Exercice 5. O* Soit £ = R[X]. Pour P = Z ar X", on pose
k=0

1P =D lal, 1Pl = max{laol,--- |an|} et || Pl = max{|P(¢)], | ¢ € [0,1]}
k=0

Montrer que ce sont des normes et qu’elles sont deux a deux non équivalentes.

Exercice 6. ** Soit a > 0. Pour P € R[X], on définit

1
No(P) = P@]+ [ IP0lar

1. Démontrer que N, est une norme sur R[X].
2. Soit a,b > 0 avec a # b et b > 1. Démontrer que N, et N, ne sont pas équivalentes.

3. Démontrer que si (a,b) € [0, 1], alors N, et N}, sont équivalentes.

Exercice 7. O** Montrer que pour n > 2, il n’existe pas de norme sur M., (C) telle que

VA € My(C), VP € GL,(C), |P~'AP| = ||A]|.



2 Topologie

Exercice 8. Soit (E,|| ||) un R-espace vectoriel normé. Soit A C E un ouvert (resp. un fermé) de E.
Montrer que pour tout A € R*, A\ A = {\a, a € R} est un ouvert (resp. un fermé) de E.

Exercice 9. O* Donner un exemple d’ensemble A tels que : A, 'adhérence de A, I'intérieur de A, ’adhé-
rence de 'intérieur de A et 'intérieur de 'adhérence de A sont des ensembles distincts deux & deux.

Exercice 10. ©O* Soit E un espace vectoriel normé, et A, B C E.Soit A+B={x+y € E; x € A, y € B}.
Montrer que si A est ouvert, alors A + B est ouvert.
Exercice 11. O* Soit A et B deux parties d’un espace vectoriel normé. Montrer que
1. siAC B, alors AC B
2. AUB=AUB
3. ANBC AN B;
4. Soit E = R. Trouver deux parties A et B de R telle que ANB ¢ AN B
Exercice 12. Soit C' une partie convexe d’un espace vectoriel normé.

1. QO ** Démontrer que ’adhérence de C' est convexe, puis que I'intérieur de C' est convexe.
o

o o

2. *** On suppose de plus que F est de dimension finie. Montrer que C' = C'. Indication : on prouvera

par récurrence sur la dimension de F, que si U C E est une partie ouverte et 2 une partie dense et
convexe de U, alors, U = €.

3. ** Sans ’hypotheése E de dimension finie, la propriété est-elle encore vraie ?
Exercice 13. * Dire si les ensembles suivants sont ouverts ou fermés :
A={(z,y) eER*|0 < |z —1| < 1}, B={(z,y) eR?|0 <z <y},
C={(z,y) eR?||z] <1,y <1}, D={(z,y) eR*|z€QyeQ}
E={(zy) eR’ |2 ¢Qy&Q}, F={(x,y)eR?® 2> +y*<4}.
Exercice 14. QQO** Soit E un epace vectoriel normé et X C E, une partie de X.
1. On suppose qu'’il existe un segment [A, B] C E d’extrémités A € X et B € X° Montrer que
Fr X N[A, B] # 0.
o
2. Soit C une partie convexe telle que CNX # P et CNFrX = 0. Alors C C X.
Exercice 15. ** Soit E un espace vectoriel muni de deux normes Nj et N telles que leur boule fermée
unité coincident. A-t-on N1 = Ng ?

Exercice 16. O** Soit F un espace vectoriel normé. Montrer que si a,a’ € E et v, > 0 tels que

B(a,r) = B(d',r"), alors a = a’ et r =7r'.

Exercice 17. QO** Soit F un evn.
1. Montrer que pour toute partie A de E, Vect(A) C Vect(A) C Vect(A)
2. En déduire que pour tout sev F de E, F est un sev de E

Exercice 18. ©* Soit (E, | ||) un R-espace vectoriel normé. On dit qu'un ensemble C' C E est convexe si
pour tout (z,y) € C? et pour tout A € [0,1],

A+ (1-=NyeC.
Si A est une partie de E, on appelle enveloppe convexe de A, notée co(A), le plus petit ensemble convexe
de F contenant A.
1. Montrer que co(A) est bien définie pour toute partie A C E.
2. Montrer que co(A) contient ’ensemble des combinaisons convexes d’éléments de A, c’est-a-dire
{Az+ (1= Ny; (z,y) € A%, X €[0,1]} C co(A).
3. Si A est fermé, co(A) est-elle fermée ?

Exercice 19. QO** Montrer que dans un espace vectoriel normé (E, || ||), les seules parties & la fois
ouvertes et fermées sont I’ensemble vide et E lui-méme.



3 Continuité

Exercice 20. * Etudier la continuité des fonctions suivantes :
L. (2,y) = max(z,y), (z,y) = min(z,y);
4
Ty .
2' (xvy)'_) .’E6+y4 S1 (a:,y);éO
0 sinon.

(Calculer f(z,?) et conclure).

4,3
zty .
3. (z,y) = 26+ gyt st (2,y) #0 (Séparer les cas x > y et y > x) ;
0 sinon.
aiy? .
4. (z,y) — 6 4 14 si(2,y) # (Poser z = X3 et y= Y3, puis passer en polaires) ;
0 sinon.

Exercice 21. Soit (A,,) une suite de matrices de M,,(R) vérifiant les propriétés suivantes :

1: 4, - Ae M,(R)
2:VneN, A, € GL,(R)
3: A1 - Be M,(R)

1. Montrer que A est inversible.
2. Peut-on retirer la propriété 37
Exercice 22. O* On considere I’espace vectoriel E = R[X] et la forme linéaire
f:PeEw P().

d

On considere, de plus, les deux normes suivantes sur F définies pour P = E a; X" par
i=0

d
1Pl = maxai| et [|P=7_lail-
i=1

1. Montrer que f est continue pour la norme || ||;. Trouver le petit réel a tel que pour tout P € E,
|f(P)] < a||Pl1. On appellera bient6t « la norme subordonnée de f pour la norme || ||;.

2. Montrer que f n’est pas continue pour la norme || |-

Exercice 23. Q0* Soit E = C°([0,1],R). Pour f € E, on pose

1
1]l = / @)t

dont on admettra qu’il s’agit d’une norme sur E. Soit ¢ I'endomorphisme de E défini par

o(f)(x) = / " f ().

1. Justifier la terminologie : "¢ est un endomorphisme de E.”
2. Démontrer que ¢ est continue.
3. Pour n > 0, on considére f,, I'élément de E défini par f,(z) = ne ™, x € [0,1]. Calculer ||f,|l1 et

lo(fn)ll1-
o)l

4. On pose ||¢|| = sup ——=——. Déterminer ||®||.
r0s Ifl



Exercice 24. ** Soit ¢ est une forme linéaire sur E espace vectoriel normé réel. On veut montrer que ¢
est continue ssi ker ¢ est un fermé de E. Pour cela :

1. rappeler pourquoi si ¢ est continue, alors le noyau de ¢ est fermé.
2. si F est un sous-espace vectoriel fermé de E, F # E, alors pour tout a € E\ F, d(a, F) # 0.
3. on suppose que kerp = H est fermé et soit « € E \ H. Montrer que pour tout © € E \ F,

¢(a)

= ——~x —a € H et en déduire que

o()

4. Conclure.
Exercice 25. QO** Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E de dimension finie. Pour
x € E on pose d(z,A) = in1f4 |z — af . Soient R > 0 et A(R) = {z € E,d(z,A) < R}. Montrer que si A
(1S

est convexe alors A(R) est convexe et fermé.

4 Compacité
Exercice 26. Déterminer si les ensembles suivants sont, ou ne sont pas, compacts :

A={(z,y) eR? 2* +y* =1} B ={(zx,y) € R? z*+y° =2}
C={(z,y) eR? 22 +ay+y?> <1} D={(x,y) € R 22 +8xy+y?><1}
E={(x,y) € R?, y? = 2(1 - 2x)}.

Exercice 27. Q Soit C = {(x1,...,2,) € R™; 21+ -+, =1, &1 > 0,...,2, > 0}. Soit également
f:C — RT une fonction continue telle que f(x) > 0 pour tout x € C. Démontrer que inf,cc f(z) > 0.

Exercice 28. © Soit f : R — R une fonction continue telle que lim ;-0 f(2) = 400. Montrer que f
admet un minimum.

Exercice 29. * Soient (E, | ||) un espace vectoriel normé et K un compact non vide de E. Montrer qu’il
existe a > 0 tel que : K est inclus dans la boule fermée de centre O et de rayon «, et il existe x € K de
norme |z|| = a.

Exercice 30.
1. QQO** Soit E un espace vectoriel normé, A un fermé de E et B un compact de E tels que ANB = (.
Montrer que
36 >0, Va e A, Vb e B, d(a,b) > > 0.
Le résultat reste-t-il vrai, si on suppose uniquement B fermé ?

2. (Difficile) On suppose que E est un espace vectoriel euclidien et X C F un fermé. Montrer que s’il
existe une boule fermée de rayon non nul fini maximal Br(a, R) inclus dans X, alors Fr XNBg(a, R)
contient au moins deux éléments.

Exercice 31. Soit f : R™ — R une fonction continue. Montrer que les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) VM >0, 3R > 0 tel que ||z|]| > R = |f(x)| > M.
(ii) Pour toute partie bornée B de R, f~1(B) est une partie bornée de R™.

(iii) Pour toute partie fermée bornée K de R, f~!(K) est une partie fermée bornée de R™.



5 Divers

Exercice 32. QQO** Soit F un espace vectoriel normé. Montrer que tout sous-espace vectoriel de dimension
finie de E est fermé.
Exercice 33. QO*** Soit £ un R espace vectoriel normé de dimension finie.

1. Montrer que la boule unité fermée Bg de E est un convexe, compact, symétrique par rapport a 0
et que 0 est un point intérieur de Bg.

2. Inversement, soit K un convexe, compact, symétrique par rapport a 0, tel que 0 est un point intérieur
de K. On pose Jx(0) = 0 et, pour x € E\ {0}, Jx(z) = inf{r > 0, x/r € K}. Montrer que Jx
définit une norme sur E et décrire sa boule unité fermée.

Exercice 34. * Soit R? muni de la norme ||(z,y)||1 = |z| + |y| et soit I'application f : R? — R? définie
par

1 2
flz,y) = (4 sin(x 4+ y),1+ 3 arctan(z — y)) .
1. Démontrer qu’il existe une constante k €]0, 1[ telle que, quels que soient (x,y), (2',y’) € R%, on a
1f(@,y) = £y < Ell(@,y) = @y

2. En déduire que le systeme
isin(z+y) = =«
1+ 2arctan(z —y) = y
admet une unique solution dans R2.
3. Aurait-on pu appliquer la méme méthode en utilisant la norme ||.||o au lieu de la norme ||.||; 7
Exercice 35. (Difficile) Soit C' une partie non vide de E espace vectoriel euclidien. Montrer que C' est

un convexe fermé ssi pour tout y € F, il existe un unique = € C' tel que d(y,C) = d(y,x). Le sens = est
(% % %), mais classique et <= ( * sx).

Exercice 36. Soient a un nombre complexe et r un réel strictement positif. Montrer que 'application qui
a P € C[X] associe ||P|| = max{||P(z)||, z € B(a,r)} définit une norme. Montrer qu’il existe M, > 0 tel
que : VP € C,[X], ||P'|| < M,||P|-

Exercice 37. © Soit A une partie bornée et non vide de R. Montrer qu’il n’existe pas de f € C°(R,R)
telle que f(A) CR\ Aet f(R\A) C A
Exercice 38. QO** Soit F un espace euclidien de dimension n > 2. On note S = {u € L(E), u?> = Idg}.
1. Montrer que idg est un point isolé de S.
2. Déterminer tous les points isolés.
3. L’ensemble S est-il fermé? compact ?
Exercice 39. QO** Soit E un espace vectoriel normé et K C FE une partie compacte de E et soit

f: K — K une application continue telle que Vx,y € K, z # vy, ||f(z) — f()] < ||z — |-
Montrer que f admet un unique point fixe sur K.

Exercice 40. (Théoréme de Riesz) Soit (E,| - ||) un espace vectoriel normé de dimension infinie. On
considere F' un sous-espace vectoriel de dimension finie.
On définie dp I’application de E dans Ry qui a € E associe infycp ||z — y|

1. Justifier que 'application dp est correctement définie.

2. Montrer que pour tout a € E, il existe y € F' tel que dp(a) = |la — y|.
3. Montrer qu’il existe a € E tel que dp(a) =1 et |ja|]| = 1.
4

. En déduire que la sphere unité de E n’est pas compacte.
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H Espaces vectoriels normés

(Solutions)

Solution 1. 1. Montrons que f : R,[X] — R*est une norme

:iOZO;
i=0

(b) Soit P € R, [X] tel que f(P) = 0. Donc pour tout i € [0,n], P(i) = 0. Donc P a n+ 1 racines.
Or c’est un polynome de degré au plus n. Donc P = 0.

(€) fFOAP) =310 IAP(i)] = [AIf(P)
(d) fF(P+Q) =21 |P(H) + QG| < Xio(I1P()| +1Q0)]) = f(P) + £(Q)
L’application f : R[X] — R*n’est pas une norme car f ([T;_,(X —4)) =0et [[\q(X— i) #0
2. Montrons que ¢ : R[X]| — RTest une norme
(a) g(0) =0+ fi)l 0dt = 0;
(b) Soit P € R[X] tel que g(P) = 0. Donc fo |P'(t)| dt = 0. D’olt pour tout ¢ € [0,1] P'(¢) = 0.

Donc le polynéome P’ a une infinité de racines. Donc P’ = 0. D’oll P est constant. Maintenant
P(0) =0. Donc P =0

(c) g(AP) = [AP(0)| + [y [\P'(t)|dt = [Xg(P)
() g(P+Q) = [(P+Q)0)] + [y [(P+Q)(®)|dt < [P(0)| +|Q(0)| + [, (IP'(t)| + |Q'(1)]) dt
9(P) +9(Q)

Solution 2. C’est du cours

b b 1/2
||fH1=/ [f(B)dt < (b—a)|[fllo et ||f||2=</ If(t)zdt> <vb—al/fllw

Donc 3/ implique 1/ et 3/ implique 2/. De plus, I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous dit que

b b 1/2 b 1/2
I = [ If(t)|§< / dt) ( / f(t)th> = Vi=al/l.

D’ou 2/ implique 1/.

. T . T—a .
On montre qu’il n’t a pas d’autres implications. La fonction f,, : z — <> a pour norme respective
a

b—
I fnlll = an||2 VI fenl = \/j et || fulloo = 1. La suite (f,,) tend vers 0 pour les normes 1

et 2, mais pas pour la norme infini.
La suite (v/nfy) tend vers 0 pour la norme 1 mais pas pour la norme 2/.

Solution 3.
1. On montre que < f,g >= f(0 )+ fo t)dt défini un produit scalaire sur FE : les fonctions
f' et ¢’ étant continues, elles bOIlt 1ntegrable5 la forme est bilinéaire symétrique et positive. Si
< f,f >=0, alors il vient f(0)? =0 et fo f2(t)dt, d’ott f' = 0 puisque f’ est continue. La fonction

f est constante, et f(0) = 0 montre qu’elle est la fonction nulle. N est la norme euclidienne associée
au produit scalaire.



2. Pour tout x € [0;1], on a f(x) )+ fo t)dt et donc

(@) = £2(0) + 2£(0) /O " e+ ( /0 ' f’(t)dt>2

mais 2f(0) [i f/(t)dt < f(0)2+ (fy f'(t) ) car 2ab < a? + b2, donc

F2 () = 2[f2(0) + </Om f’(t)dt>2] (*)

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

(/Ozf/(t)dt)QS/Ozdt/ozf/z(t)dtg/Orf’z(t)dtg/Olf’Q(t)dt

Avec (%), on a montré que ||f(z)]|s < V2N(f).
L’exemple, f(t) = 1+ montre que 'on ne peut pas mieux.

3. Les deux normes ne sont pas équivalents; pour le voir, on pose f,(z) = z™ pour n € N. On a
n N(fn)

=1, N = —— et donc lim

I/ lloe (/) V2n —1 n=o0 || frloo

= +00

Solution 4.

1. D’abord, si N(z,y) = 0, alors pour tout ¢, on a « + ty = 0. Choisir ¢t = 0 montre que l'on a z = 0.
Ensuite, si on prend ¢ = 1, on obtient également y = 0, et donc (z,y) = 0. L’homogénéité est claire.
Enfin, pour tous (z,y) et tous (2’,y'), on a

(@ +2") +tly + o) < |z +tyl + 2" + /],

en utilisant simplement 'inégalité triangulaire pour la valeur absolue. On en déduit :

[(z+2") +ty+y) _ Jo+tyl 2" +ty] ;o
< < N(z,y)+ N(x',y).
— < Aet 1re °© (z,y) + N(z',¢)

Passant au sup, on obtient :
N((z,y) + (2",y)) < N(z,y) + N, ¢/).
2. D’apres 'inégalité de Cauchy Schwarz, on a :

|z 4+ ty| < vVa?+y2V1+t2,

ce qui donne

|z + ty|
< N.
vize S
Pour minorer N(x,y) & l'aide de Na(z,y), on va donner une valeur particuliere au parametre t.
Pour cela, on va (enfin!) étudier la fonction qui & ¢ associe |z + ty|/v/'1 + t2, ou plus précisément le
carré de cette fonction. On pose donc :

(z +ty)?
VIite
Le calcul de la dérivée donne, apres simplifications :

2(x + ty)(y — tx)
(1+1¢2)

ft) =

f'@t) =

f est donc maximale pour t = y/z. Et si on évalue en y/z la quantité |z + ty|/v1 + t2, on trouve
précisément... Na(x,y). On vient donc de démontrer que N(z,y) = Na(z,y), ce qui nous aurait
bien simplifié la vie pour les questions précédentes... il suffit de donner par exemple la valeur 1 et
la valeur -1 au parametre t.



3. Voila une explication, parmi d’autres, au fait que N = Ns. La distance (dans le plan muni d’un repere
euclidien) du point M de coordonnées (z,y) a la droite d’équation X + tY = 0 vaut précisément
|z + ty|/v/1+ t2. Cette distance est toujours inférieure & la distance de M & lorigine, qui vaut
Ny(z,y). Voila pourquoi on a N(x,y) < Na(x,y). Cette distance vaut exactement la distance &
Porigine lorsque la droite que l'on consideére est perpendiculaire & (OM). C’est ainsi que l'on a
N(Ivy) 2 NQ(I7y)'

Solution 5. Notons que || P||. existe car P est continue sur le segment [0, 1]. De plus, par inégalité trian-

gulaire
n
S ot
k=0

donc || Pl < |[Pll1 et [[Plloc < [|P]1-

Soit P, = 1+ --- 4+ t" alors ||Py]l1 = ||Pall« = n+ 1 et ||Pa]loc = 1. On en déduit que || ||oo n’est
équivalente ni a || ||1 , nia || ||«

Enfin, @, = (1 — X)™ vérifie [|Qn]|« = 1 et [|@n]|1 = 2", donc || || et || ||1 ne sont pas équivalentes.

vt € 10, 1],

n n
<Y larl et max{lal, - fanl} < 3 o]
k=0 k=0

Solution 6.

1. La seule difficulté est de vérifier que N,(P) =0 = P = 0. Mais si N,(P) = 0, on a & la fois
|P(a)] = 0 et fol |P'(t)|dt = 0. Or, |P’| est une fonction continue, positive, d’intégrale nulle sur
[0,1]. Donc P’ = 0 sur [0, 1]. Comme P’ est un polynome, ceci entraine que P’ = 0 ou encore que
P est un polynéme constant. Puisque P(a) = 0, on en déduit que P est identiquement nul.

2. Supposons que N, et N, sont équivalentes. Alors, il existe deux constantes C; > 0 et Co > 0 tels
que, pour tout P € R[X], on a :

ClNa(P) S Nb(P) S CQNa(P)'

Pour n > 0, soit P(X) =X". On a
1
N,(P)=a"+ n/ t"ldt = a" +1 et Ny(P) =0" + 1.
0
On en déduit alors que, pour tout n > 0,
1 a\" 1
" +1<Ch(a"+1) — 1+b—n§02 (5) +b—n.
Or, le membre de gauche tend vers 1 et le membre de gauche vers 0, si a < b. On obtient en passant

a la limite 1 < 0, ce qui est absurde. Si a > b > 1, on permute les roles de a et b. L’hypothese de
départ est donc fausse, et N, et N, ne sont pas équivalentes.

3. Supposons par exemple a < b. Alors

b 1
P(b)—P(a):/ P'(t)dtg/o |P'(t)|dt.

Ainsi, X
|P(b)| < |P(a)| +/ |[P'(t)|dt < No(P).
Il vient 01
Ny (P) < N,(P) +/ |P'(t)|dt < 2N, (P).
On a de la méme fagon ’

P(a)| < |P(b)] + / P/ (8)|dt < Ny(P)

et donc
Na(P) < 2Nb(P)

Les deux normes sont bien équivalentes.



Solution 7. Il suffit de trouver une matrice A qui est semblable & AA, avec |A| # 1 : on prend une matrice

nilpotente : A = 01 et P = L (1) pour A # 0.
0 0 0 5

Solution 8. Remarquons que Az € A\.A ssi z € A.
Soit Aa € A.A. Si A est ouvert, alors il existe B(a, p) C A et B(Aa,|A|p) C A\.A et donc A.A est ouvert.
On vérifie que Az € A A <= z ¢ A et donc le complémentaire est un ouvert.

Solution 9. On va considérer une partie de R. Un singleton est d’intérieur vide, et un intervalle ouvert a
pour adhérence I'intervalle fermé : on considere donc d’abord :

B = {0}U1,2[.

Si 'on veut ensuite que 'intérieur de 'adhérence de A soit différent de A, il est judicieux que 2 soit dans
Iintérieur de 'adhérence de A, et pour cela on colle un intervalle ouvert de lautre c6té de A. On pose
alors :

A ={0}U]1, 2[U]2, 3].

On a: ]
A=]1,2[U]2, 3],
A={0}uUlL,3],

Int(A) =]1, 3],

(o]

Adh(A) =[1,3],

ce qui prouve bien que tous ces ensembles sont différents.

Solution 10. Remarquons que :

A+ B= UA+b.
beB

La réunion d’une famille (quelconque) d’ouverts étant un ouvert, il suffit de prouver que A + {b} est
ouvert pour chaque b de B. Soit z € A+ {b}, z =z + b avec x € A. Puisque A est ouvert, il existe ¢ > 0
tel que B(x,e) C A. Mais alors, B(z,e) = B(x +b,e) C A+ b. En effet, si y est élément de cette boule,
N{(y—b)—z)<e,etdoncy—b=aaveca € B(z,e) CA.Doty=a+be A+ {b}.
Solution 11.

1. Soit a € A. Pour tout & > 0, il existe z € B(a,e) N A C B(a,e) N B. Donc a appartient & B. D’ou

ACB.
2. AC AUB et B C AU B done par la premiere question AU B C AU B. L’ensemble AU B est

un fermé comme union de deux fermés. De plus, AUB C AU B donc AU B C AU B. Par double
inclusion, on a montré I'égalité demandée.

3. ANB C Aet AN B C B done par la premiere question ANB C ANB
4. On pose A =[0,1[ et B =[1,2]. On a alors

ANB=0#{1}=0,11Nn[1,2]=ANB

Solution 12.

1. Soit 2,y € C, et t € [0,1]. Alors z (resp. y) est limite d'une suite (z,,) (resp. (y,)) d’éléments de
C'. Puisque C est convexe, la suite (z,) définie par

Zp =ty + (1 - t)yn

est dans C'. La suite (z,,) converge vers tx+(1—t)y, et cette limite est dans C. D’ou tz+(1—t)y € C.
Par définition de la convexité, C est donc convexe.

Prouvons maintenant le résultat concernant l'intérieur. Soit x,y €C, x # y, et soit z = tx—(1—t)y €



|z, y[. Par définition de l'intérieur, il existe € > 0, tel que B(x,e) C C et B(y,e) C C. Faites un
dessin ! . .

On va montrer que B(z,¢) C C et ainsi z €C et C sera convexe.

Soit donc M € B(z,¢), on pose My, = M —z+x et My, = M — z + y de sorte que | M, — z| =
|My, —y|l = ||M — z||. On vérifie que M = tM, + (1 —t)M, et M € C. Ainsi B(z,¢) C C, ce qui
montre que C' est un ouvert.

o

2. II résulte de la premiere partie que C' est un convexe.
o o

De plus, D = C'NC est convexe comme intersection de deux convexes et est dense dans C, puisque
C’ C C. Montrons que si U est un ouvert et Q C U une partie convexe et dense dans U, alors U = Q.

On obtient ainsi que D = C c C.Dou C C C L’autre inclusion étant immédiate.

Dans la suite, on suppose que F est de dimension finie, car on va montrer la propriété attendue par

récurrence sur la dimension n de F.

Initialisation : Si n = 1, les parties convexes de R sont les intervalles. Un ouvert qui contient un

intervalle comme partie dense est un intervalle ouvert. La propriété est donc vraie.

Hérédité : On suppose que le résultat est vraie pour tout espace vectoriel normé de dimension n— 1.

Soit U C E une partie ouverte et 2 C U une partie convexe et dense dans U.

Soit H un hyperplan de E. On pose U' = HNU et ' = HNQ. Alors U’ est un ouvert de H et

une partie convexe de H.

On montre que 2 est dense dans U’, et par hypothese de récurrence, on obtient Q' = U’. Comme

le résultat sera vrai pour tout hyperplan, il vient U = .

Un hyperplan est définie comme le noyau d’une forme linéaire ¢. Alors Hy = {z € E, p(z) >0 et
_={z € E, p(x) <0} sont deux ouverts de E.

Par hypothese, U N Hy et U N H_ sont des ouverts. Par densité de 2, pour tout a € U’, pour tout

1
n € N*, B(a, —) N Hy NQ # (). 11 existe donc une suite (x,7) € (Hy N Q)N qui converge vers a.
n

De méme, il existe, (z;) € (H_ N Q)N qui convergent vers a. La suite (z,) définie par z, =
[z}, 2, ] N H converge elle aussi vers a. Par convexité de (2, z, € . Ce qui montre que Q' est dense
dans U’, ce qui termine la preuve.

3. Si E n’est pas de dimension finie, le résultat devient faux : R[X] est dense (Théoréme de Weierstrass)
dans C°([a,b], R) muni de la norme || [14% et d’intérieur vide.

Solution 13. On écrit A =)0, 1[xRU]1, 2[XR qui est un ouvert comme produit d’ouverts.

De plus, F = B(0, 2) est un ouvert.

Posons B = (RT)2N B’ avec B’ = {(z,y) € R?, 2 < y}. Montrons que B’® est un ouvert, donc B’ est un
fermé et B est I'intersection de deux fermés.

b_ e > 0 et pour tout (x,y) € B((a,b),e),
r—y=z—a+a—b—(y—>b) >—c+2 —e=0,donc (z,y) € B"“.
En utilisant la caractérisation des fermés par les suites, on montre C, C°, D, D¢, E et E° ne sont pas
des fermés : on note respectivement u, = (cos ,0), v, = (0,14 1), w, = (107" [10"v/2],107"[10"v/2]),
z, = (2v/2, 1/n) qui sont des suites convergentes.
Onawue C’Nn mais limu = (1,0) ¢ C. v € (C°)N, mais limv = (0,1) & C°.
w € DN N (BN, mais limw = (v2,v2) € D et ¢EC.

€ (DN N EN mais limu = (1,0) € D¢ et € E.

a—
Preuve de B’® ouvert : soit (a,b) € B’® est fermé, alors

Solution 14.

1. On suppose que A, B ¢ Fr X. Il existe donc € > 0, tel que B(A,¢) C X et B(B,e) C ( )
Soit M, = tA+ (1 —t)B et soit tg = sup{t € R, [4,M;] C X}. Comme B(A,e) C X, {t €
[0,1], [A, M;] C X} est une partie non vide et est minorée par .
comme B(B,e) N X = () elle est majorée par 1 — e.
On en déduit que ty existe et que pour tout & > 0, [My,—or, My | N X # 0 et [My,, My, 1/ ]N X # 0.
Donc M;, appartient a la frontiere de X.
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o

2. Par hypothese il existe A € C'N )% . Supposons qu'il existe B € C' N (X)¢. Comme C est convexe,
[A, B] C C. La question précédente montre qu’alors [A, B] N Fr X £ .
Comme Fr X = X \ X c X\ X =Fr X, on en déduit que [A, BJNFrX # 0 ce qui contredit les
hypotheses sur C.
On a montré que C' C )O(

x x
Solution 15. S’il exist FE tel N N- lors V- N- =1.C i
olution il existe z € el que Ny(z) > Na(x), alors Ny (Nz(x)) > Ny <N2(x)> e qui

appartient a la boule unité fermée pour la norme 2 mais pas pour la norme 1. On en

x
montre que

No(z)
déduit que N7 et Na coincident.

Solution 16.

1. On commence par montrer que le diametre d de Br(a,r) vaut d = 2r = sup{||z — 2|, 2,2’ €
B(a,r)} : c’est un majorant car ||z — 2’| < ||z — a|| + ||z’ — a|| < 2r. De plus, si b # a, on pose

A= h et by = £A(b— a) +a. Alors by et b_ vérifient [[by — af = r et ||by — b_| = 2r.
—a

On en déduit que que 7 = 7’ et que a est le milieu de [by,b_].

2. Si M,N € Br(a,r) tels que ||[MN| = 2r, alors 2r = |M — N|| < ||M —al| + ||N —al < 2r. On en
déduit que |M —al| = ||[N —al| = 7.

3. Appliquons le 1/ & b = o’ ol 'on a supposé = a’ # a. Alors ||by — b_|| = 2r, et donc a et
a’ sont des milieux de [by,b_]. Or un segment a un unique milieu : 'application [A, B] — R,
My =(1-t)1A+tBw~ ||[AM;|| = |1 — t||| B — AJ| est injective sur [0, 1]. On en déduit que a = a’.

Solution 17.
1. On a A C A donc Vect (A) C Vect (A).

N
Soit = € Vect (A), r = Z ziz; avec les z; dans A. Pour chaque i € [1,7], x; est limite d'une suite

i=1

(@in) de A.

Soit alors, pour n fixé, a,, = Zziai)n. Alors a,, € Vect(A) et la suite (a,) tend vers Z 2T = T.
i=1
Donc = € Vect(A). Ce qui montre que Vect(A) C Vect(A).
2. F étant un sous-espace vectoriel, on en déduit, F = Vect(F) C Vect(F) C Vect(F) = F. Donc
Vect(F)) = F et donc F' est un sev de E.

Solution 18.

1. Définissons B comme l'intersection de toutes les parties convexes de E contenant A. L’ensemble B
est non vide puisque F est une partie convexe (c’est un espace vectoriel) contenant A. De plus B
contient évidemment A, et B est convexe car l'intersection de parties convexes est convexe : soit
(Ci);cr une famille de parties convexes de £ indexée par un ensemble d’indices /. Soient z,y € M;C;
et A € [0, 1]. Comme pour tout i,z,y € C; qui est convexe, on a

Az + (1= Ny ey,

et donc Az + (1 — A)y € N;C;. Enfin B est le plus petit ensemble convexe contenant A, car un autre
ensemble convexe contenant A apparait nécessairement dans l'intersection définissant B. On a donc
montré I'existence d’un plus petit ensemble convexe de E contenant A.

2. Si z = A+ (1 — Nyavec(z,y) € A% et A € [0,1], alors sachant que z,y € A C co(A), on obtient
immédiatement que z € co(A) comme combinaison convexe de deux éléments du convexe co(A).

3. Considérons dans R?, A =R x {0} U{(0,1)}. Alors A est fermé comme union de deux fermés, mais
nous allons montrer que

co(A) = {(z,y) €R* (z,y) = (0,1) ou (z eRet 0 <y < 1)}
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qui n’est évidemment pas fermé. Soit B = {(z,y) € R?; (z,y) = (0,1) ou (z € Ret 0<y < 1)}
et montrons que co(A) = B. Tout d’abord, co(4) C B car on vérifie facilement que B est une
partie convexe de R?, qui bien siir contient A. Inversement, soit (x,y) € B. On peut supposer que
0 <y < 1sinon (x,y) € A C co(A4). Alors on s’apergoit facilement que

T
(@) = (=) (55.0) +30,1),
)
et donc (z,y), comme combinaison convexe de deux points de A, appartient nécessairement & co(A)
d’apres le 2.

Solution 19. Supposons qu'il existe une partie X C E telle que X # (), E et X ouvert et fermé. Alors il
existe ¢ € X et y € Y. On coonstruit par récurrence :

1. x0:$7y0:y7u0:13v0:1;

: . . Tp +
2. Sixy =1 —up)x+ upy et yn = (1 — vp)x + vpY, sont construits, alors si nTyn
. N T + Yn Un + Un
(a) appartient & X, on pose &, 11 = Ty Ukl = et Ynt1 = Yns Unpl = Un.
. s Tn + Up + U
(b) appartient & X°, on pose T,i1 = Tpn, Upi1 = Up €6 Yy = "Tyn, Vpg1 = %
1
Les suites de réels (u,) et (v, ) sont adjacentes car ug < uy < Upt1 < Upt1 < v, < let v, —u, = o0

On en déduit que (uy,) et (v,) convergent vers une méme limite /. Les suites (x,,) et (1) convergent
aussi vers une méme limite @ = (1 — )z + ly. Comme (z,,) € X~ et (y,) € (XN, a € X N X¢.
Par hypothese X et X sont des parties fermées, donc a € X N X°. On en déduit que ce n’est pas
possible. Donc soit X, soit X¢ est vide.

Solution 20.

1. La fonction (x, y) — max(z, y) est continue sur sur le demi plan ouvert P; : x > y et alors max(x,y) = x,
et df (z.y)(h1,he) = hi. De méme sur P : o <y, max(z,y) =y et df(y,)(h1,h2) = ho.

Mais en tout point (z,z), on remarque que

max(x + t,z) — max(z, x)

lim =lim-=1
t—0 t t—0 ¢

t>0 t>0

et
max(x +t,r) — max(z,x

lim (¢ +1 ) (z,2) =lim-=0
t—0 t t—0 t

t<0 t<0

donc il n’existe pas dérivée partielle suivant x.
le probléme est le méme pour (z,y) — min(z,y).

zhty
2. L’applcation (x,y) — 26 + o si (,y) 70 n’est pas continue en (0,0), car, ainsi que nous le
0 sinon.
suggere 1’énoncé,
6
. 2y 1 xr _
) = W s

L’application est donc de classe C! sur R? \ {0}.
oty
3. L’application (z,y) ~ { 26 4 44 @9) #0 o4t de classe C! sur R? \ {(0,0)}.
0 sinon.
On va montrer que la fonction est continue en (0,0). Pour cela, on remarque que f est paire en x et
impaire en y, donc il suffit de montrer la relation pour x,y > 0. Ensuite on fait un encadrement bien
choisi de f(x,y) suivant que = > y et y > x; si x > y, alors

337 x

x6—|—y4 S GSTS H(xay)H

BN}

0< f(z,y) < o
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etsiy>a

y" y' 3 3
0< fla,y) < P < S y* < (z, )l
et donc quand (z,y) tend vers 0, alors f(z,y) tend aussi vers 0.
oiy?
4. L’application (z,y) — ¢ 26 4 44 st (z,y) # 0 est de classe C! sur R?\ {(0,0)}.
0 sinon.

Pour I’étude en (0,0), en raison de la parité en x et y, on peut supposer z, y > 0 et on peut poser z = X3
ety = Y3 ; on calule
X438y pT/3 cos?/3 Hsin b

f(X’Y):X2+Y2 = e = p'/3 cos?/? O sin b,

ou l'on a fait ensuite le changement en coordonnées polaires.
Et 'expression obtenue montre que si p tend vers 0, alors f(pcos#@, psinf) tend bien vers 0. Et donc f
est continue en (0,0).

5. L’application (z,y) — +/|z| + |y| est continue sur R?, mais n’est dérivable suivant en z en 0 : f(z,0) =
V/|z| n’est pas dérivable.

6. L’application (z,y) — In(1 + /22 + y2) est continue sur R? et est de classe C! sur R? \ {(0,0)}. Mais

9,
f n’est pas de classe C! au voisinage de (0,0) : il suffi de calculer a—f(:c, 0) = ha
x

0~ vers —1 et en 0% vers 1, donc la dérivée n’est pas de classe C'.

Solution 21. L’application det : M,,(R) — M, (R) est continue, car polynomiale. Donc (det A4,,) converge
vers det A et (det A1) converge vers det B. Or det(A™)~! = (det A,,)~!. Donc det B = (det A)~!. En
particulier, det A est non nul, d’ou le résultat.

Si on ne suppose plus la condition 3, alors A, = %Ip donne un contre-exemple : lim A,, = 0 n’est pas
inversible.

Solution 22. 1. La fonction f est linéaire, 1-lipschitzienne, donc continue pour la norme || ||;, donc
a < 1. De plus, si P est le polynéme constant 1, alors || f(P)||; = || P|l1 =1, donc o = 1.
2.81 P, =1+ -+ X" alors |P,]| = 1 et |f(P,)] = n+ 1. L’application linéaire f n’est pas
lipschitzienne pour la norme || ||, donc n’est pas continue.

Solution 23. 1. ¢ est clairement une application linéaire, et il faut juste rappeler que ¢(f), comme
primitive d’une fonction continue, est elle-méme continue (donc C1).
2. On a

x 1
d d .
[6(f) ()] S/O £ ()] tS/O |f@)]dt < || fllh
On en déduit que

1
oA s/o 111t < [1£]]..

Ainsi, ¢ est continue.
3. Ona ¢(fy)(z) = [, ne~"dt =1 — e~ "". En particulier, || f|l1 = ¢(fn)(1) =1 — €. De plus,

1—e™™

n

l6(fu)lln = / (1— e m)dr =1

4. D’apres la question 2, pour tout f € F,

le(Hlle < 1£ll1s
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et donc ||¢]] < 1. De plus, on a

_ 1—e™
ol < Bolllgl — 1-e < (1= 25 ol
Passant & la limite dans cette inégalité, on conclut que ||| > 1, ce qui prouve finalement que
ol = 1.
Solution 24. 1. On prend une boule fermée de centre a et de rayon ||b — a|| avec b € F. Alors l'inf est

atteint dans la boule car fermée bornée. En particulier, il est non nul.
2. On calcule ¢(y) = 0.

3. On sait que la distance de a a un point de H est minorée, d’ou le résultat.

Solution 25. L’application ¢ : x — d(x, A) est continue car 1-lipschitzienne. Donc A(R) image récirpoque
de [0, R] par lapplication continue ¢ est un fermé.
De plus si Va,b € A(R), Vz,y € A, Vt € [0,1]

tr+(1—tye Xet|ta+(1—0)b—(tx+ (1 -0y <tlla—z|]+ 1 —0)|b—yl
ce qui montre que d(ta + (1 — )b, A(R)) < td(a, A) + (1 — t)d(b, A) < R. Donc ta + (1 — t)b € A(R).

Solution 26. A- Puisque 22 > 0 et y* > 0, 'équation 22 +y* = 1 entraine 2> < 1 et y* < 1. On obtient
donc z € [-1,1] et y € [-1,1], ie ||(z,¥)|loc < 1: A est borné. De plus, f est 'image réciproque de
{1}, qui est fermé, par I’application continue f(x,y) = 22 4+ y*. A est donc également fermé. C’est
bien une partie fermée bornée de R2.

B- B n’est pas borné. En effet, pour tout r > 0, (r, V2 —r2) est élément de B (remarquons que
Pon peut prendre la racine 5-ieme de tout réel (il ne doit pas étre nécessairement positif). Mais
|(r, V2 — 12)||0o > r peut étre aussi grand que 1'on veut. B n’est donc pas borné, et pas compact.

C- On sait que (|z| — |y|)? > 0, d’ot1 on tire I'inégalité classique |zy| < xQQLyz, ce qui implique —zy <

#. 11 vient L‘gyz < 22 + 2y + y%. Ainsi, un élément de C vérifie ||(z,y)|2 < 2, ce qui prouve

que C est borné. Comme C' est de plus fermé (c’est 'image réciproque du fermé | — oo, 1] par

I'application continue (z,y) — 22 + zy + y?), C est compact.

D- D n’est pas borné. En effet, pour tout réel a, le point (a, —a) est dans D car a® —8a? +a? = —6a? <
0 < 1. Or, la norme infini de (—a, a) est a et peut donc étre choisi aussi grande que 1’on veut puisque
a est arbitraire. Donc D n’est pas compact.

E- Remarquons que si (z,y) est élément de E, alors (1 — 2x) > 0. Or, 2(1 — 2z) > 0 si et seulement
si x € [0,1/2]. Et dans ce cas, z(1 —2z) < 1/2 x 1 = 1/2. Ainsi, si (z,y) est élément de E, on
az€[0,1/2] et y € [-/1/2,1/1/2]. L’ensemble E est donc borné. On vérifie aisément qu'il est
fermé, comme image réciproque du fermé {0} par I'application continue (x,y) — y? — (1 —22). E
est donc compact.

Solution 27. Supposons pour commencer que ’ensemble C est compact. Alors on sait que f, qui est
continue sur C, y est bornée et atteint ses bornes. En particulier, il existe a € C tel que f(a) = inf,ec f(2).
Puisque f(a) > 0, le résultat est démontré.

Il suffit donc de prouver que C est compact. Puisque C est une partie de R™, il suffit de prouver qu’elle
est bornée et fermée. Pour démontrer qu’elle est bornée, on peut choisir de munir R™ de la norme || - ||;
(toutes les normes sur R™ sont équivalentes). Mais, alors, si € C, on a

2]y = [z1] + -+ [zn| =21+ -+ 20 = 1.
Ainsi, C est bornée. Pour démontrer que C est compact, on va poser

Co={(z1,...,2n) ER™; 21+ -4+ 2, =1} et C; = {(x1,...,2,) ER"; 2; >0}, i > 1.

14



Il est clair que C = CyNCy N ...C,. Pour démontrer que C est fermé, il suffit de démontrer que chaque
C; est fermé, puisque 'intersection de parties fermées est fermée. Or, posons fo(z) = 1 + -+ + x,, et
fi(z) = z;, i > 1. Toutes les fonctions f; sont continues. De plus,

Co = fo ' ({1}) et Ci = f71([0, +oc]).

Ainsi, chaque C; est fermé comme image réciproque d’'un fermé par une application continue, ce qui achéve
la preuve de la compacité de C.

Solution 28. Soit M un réel tel que M > f(0). Par hypothese, il existe A > 0 tel que ||z|]| > A =
[[f(x)]| > M. Ceci entraine en particulier que :

f(0) < inf f(z).
llzll>A

Ainsi,

inf f(x) = inf x).

Jnf, f(=) |\w||§Af( )
Maintenant, la boule fermée de centre 0 et de rayon A est fermée bornée dans RY, et il suffit d’appliquer
le théoreme qui dit qu'une fonction continue sur un fermé borné admet un minimum.
Ou alors, on raisonne sur arctanof qui est bornée et atteint son maximun en +oo.

Solution 29. On prend p = max(||z||, x € K), qui existe car K est compact et x — ||z|| est continue. I
existe donc z € K, tel que p = ||z

Solution 30.

1. On raisonne par 'absurde et on construit une suit d(a,, b,) qui tend vers 0, mais B étant compact,
on peut en extraire une suite (b,(,)) convergente vers b et finalement (a,(,)) converge aussi vers b.
On en déduit b € AN B, d’ou la contradiction.

Ou encore, on utilise la continuité de application x — d(z, A) sur le compact B : la borne inférieure
est atteinte.

Si A = {(z,arctanz), z € R} et B = R x {5}, alors AN B = ), mais d(A,B) = 0 : en effet
d((n, arctann), (0, 5)) tend vers 0.

2. Montrons que Fr X N Br(a, R) est non vide : sinon on applique la question 1/ et on en déduit que

Br(a, R+6/2) C X , puisqu’une boule fermée est compacte (dimension finie) et convexe (cf Exercice
14, 2/).

Supposons que Fr X N Bp(a,R) = {z} : soit u = a — z et t, la translation de vecteur u. Alors
ty (Br(z,R)) = Bp(a,R) :ona|z+u—al =|lx+a—z—a| =|z—z|. On en déduit que pour
tout A € [0,1], tay (Br(2z,R) N Br(a, R)) C Br(a, R), car une boule est convexe.

De plus, en appliquant ce que 1'on vient de faire au fermé X U Bg(z, R), on en déduit que la boule
de centre a et de rayon maximal contenu dans X U Bg(z, R) vaut R 4+ § > M car z n’appartient
pas a la frontiere de X U Br(z, R) et donc R n’est pas maximal pour X U Bg(z, R).

Enfin, si v’ = , on pose t, la translation de vecteur u'.

_ou

2] O

Par construction t, (Br(a,R)) = Bp(a+u',R) C X :

i) en effet on a déja montré que t, (Br(z, R) N Br(a,R)) C Br(a,R) \ {2} C X

ii) siz € Br(a, R)\ Br(z, R), alors t,/(z) € Br(z, R). Pour montrer cela, on se place dans un repére
u

orthonormé centré en z et de premier vecteur — et on vérifie que ||t (x) — 2| > ||z — 2| > r

|
(On utilise ici et seulement ici la structure euclidienne pour la réciproque; en fait, je pense que

o
c’est encore vrai sur un espace vectoriel normé de dimension finie). Or ¢,/ (z) € Br(a, R) U X, donc

o
ty(x) € X.
Donc, Br(a+u’, R)NFr X = . Ce qui contredit la maximalité de R. Faire un dessin est indispensable
piur bien comprendre ce que ’on a fait.
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Solution 31.

— (i) = (i) : Soit M tel quey € B = |y| < M. Siz € f~1(B) et ||z| > R, par (i), on aurait
|f(z)| > M, ce qui est impossible puisque f(z) € B.

— (it) = (#i4) : K étant fermée bornée, elle est fermée bornée. Ceci entraine que f~1(K) est fermé,
car I'image réciproque d'un fermé par une application continue est fermé, et que f~1(K) est borné,
par (ii). Les compacts de R™ étant exactement les fermés bornés, on a le résultat.

— (#4) = (i) : Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors, il existe M et une suite (x,) de R™ telle
que ||z|| > n et |f(x)] < M. Mais alors 'image réciproque de [—M, M| contient la suite (x,), elle
n’est pas bornée et n’est par conséquent pas fermée bornée.

Solution 32. Soit un espace vectoriel normé E de dimension finie ou non, et soit F' un sous-espace de
dimension finie. Soit x, une suite de vecteurs éléments de F, convergeant vers z € F \ F. Soit G =
F+Vect(x), qui est de dimension finie. La projection sur F' parallélement a Vect (x) est un endomorphisme
de G donc est continu. On en déduit que son noyau F' est fermé dans G, donc si une suite d’élments de
F converge dans G, sa limite appartient a F. Par 'absurde, la limite est dans F'. Par caractérisation des
fermés par les suites, F' est une fermé.

Solution 33.

1. La boule unité fermée est une partie fermée car Br(0O,1) = ¢ =1([0,1]) avec ¢ : E — E, x — ||z||
une application 1-lipSchitzienne, donc continue et [0, 1] un fermé.
Elle est bornée par définition.
Siz € Bp(0,1), alors || —z| = ||z]| < 1 et —x € Bp(0,1). La boule unité est symétrique par rapport
a 0.
Enfin, la boule unité est une partie convexe (cf cours).
2. On veut montrer ici la réciproque. On suppose, p > 0, B(0,p) C K. Pour x # 0 fixé, A, = {r > 0,
2]
p

plus, Jx(z) # 0 car sinon  lim [l
t—0t,z/teK T

montre Jg (x) =0 ssi x = 0.

De plus, Ji(—z) = Jx (z) car K est symétrique par rapport & 0 et par définition, Jx (Ax) = A\Jk ()
pour A > 0. On en déduit Jx(A\x) = |A|Jk ().

Si x € K, alors Ji(z) < 1. Réciproquement, si Ji(z) < 1 et z # 0, alors il existe une suite (ry,)

x € K.Mais 0 € K, donc le

x/r € K} est non vide car contient et minorée (par 0), donc la borne inférieure existe. De

= +o00, ce qui contredit I’hypothese K bornée. Ce qui

x
qui tend vers Jk (z) telle que — € K. Mais K est fermée, donc
Tn Jk ()

x] C K puisque K est convexe. Comme par hypothese,

segment [0, > 1, on en déduit

1
Jk (2) Ik (x)
que x € K.

Ceci montre que K est bien la boule unité pour la “norme” Jg.
Pour montrer que Jx est bien une norme, il reste a vérfier I'inégalité triangulaire.

On aVz,y € E'\ {0},

1 . _ Jr(z) Jk(y) y
T @ 7 Y T T + In ) (Jm)) Tk(@) + Jx(y) (JK@/)) €

: x JK (y)
uisque K est convexe, ——— € K et ——— € K. En effet,on pose t = ———~=——
P Tic(@) Tic(y) b T (1) + T ()
dans la définition de la convexité. Par définition de la borne inférieure, on en déduit

Y € [0,1]

Ji(e+y) =inf{r >0, = € K} < Jic(2) + Jic(y)

c’est-a-dire I'inégalité triangulaire.
On a donc montré que J; est une norme et K est sa boule unité fermée.

Solution 34.
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1. Remarquons que, puisque |cosz| < 1 et que |1/(1 + z2)] < 1 pour tout x € R, I'inégalité des
accroissements finis nous dit que, pour tous (u,v) € R?, on a

|sin(u) — sin(v)| < Ju — v| et | arctan(u) — arctan(v)| < |u — v|.

Ainsi, on obtient

15Ga) = Sl < lsinGe+y) = sinGe! +3/)] + 3 arctan(z — ) — arctan(a’ — ')
< @ty - @ )+ 3l - - @ - )
< Jl@=a)+@-1)l+3le—) - -y
< (3+3) ta=o1+l-v)
< Sl -6yl

2. La fonction f est contractante, et R? est de dimension finie. On munit R? de de la norme || |;.
D’apres le théoréme du point fixe, il existe un unique couple (z,y) € R? tel que (z,y) = f(z,y).
Autrement dit, le systéeme admet une unique solution.

3. L’utilisation de la norme ||.||o ne convenait pas, car f n’est pas contractante lorsqu’on utilise cette
norme. En effet, prenons z = y > 0, et proche de 0. On a alors

2 4
IIf(z,2) — £(0,0)]|00 > g(arctan(Zx) — arctan(0)) > ?(Txélx?)
(toujours d’aprés I'inégalité des accroisssements finis). Si f était k-contractante, avec k € [0, 1], on

aurait :
4x

3(1 4 422) <|f(z,2) = f(0,0)[[c0 < Kll(z,2) = (0,0)[|loc < k.

Faisant tendre z vers 0, on obtiendrait % < k, une contradiction.

Solution 35. Si C' est fermé, soit z9 € C. Pour tout y € E, on pose By, = Bp(zo, ||y — zol|) et on a

d(y,C) = d(y, B, N C).

Comme C est fermée et B, compacte, B, NC est encore compacte. L’application « — d(y, z) est continue,

atteint son minimum sur le compact B, N C. On en déduit 'existence d'un & € B, N C tel que d(y,z) =

d(y, C).

Supposons que pour y € F, il existe z1 et 22 € C tels que d(y,C) = d(y,z1) = d(y,z2). On pose
T1 + x2

T = 5 et on vérifie facilement que

1

(y — zlwg — 1) = <1(y Cm) + hy -zl — ) + (v —21)) = 5 (Ily = z1|* = [l = y|*) = 0

2 2
1
Comme z — 1 = 5(3:2 —x1),0n a (y— x|z — 1) = 0 et par Pythagore

ly = 211 = lly — 2] + [lz — 21|,

Par définition de la distance d(y, C), on en déduit que z = x7 et donc x1 = x2, d’ou I'unicité.
Réciproquement, si pour tout y € E, il existe un unique z € C' tel que d(y,C) = d(y,x). Comme pour
tout y € C, d(y,C) = 0, on en déduit que C = C et C' est fermé.

Supposons que C n’est pas convexe : il existe z1, 22 € C tel que [z1,x2] = {tx2 + (1 — t)z1,t € [0,1]}
n’est pas inclus dans C.

Soit M(tg) = toxa + (1 —to)x1 & C. Alors d(My, C) = 6 = d(My, z0) > 0 avec zp € C'; il existe donc une

)
boule fermée B = Br (Mo, 5) telle que BN C = 0.
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Comme dans 'exercice 18, on montre que le sup des rayons d’une boule fermé dont le centre appartient
au segment [x1,xs] donne une boule fermée qui rencontre C' en au moins deux points, ce qui contredit
I'unicité du “projeté” pour ce centre. Comme dans ’exercice 18, la réciproque devrait étre encore vriae
sur un espace vectoriel normé de dimension finie (pas seulement euclidien).

Solution 36. Il est clair que 'on définit une norme. L’application linéaire K, [X] — K, [X] est linaire en
dimension finie, donc continue. Elle I’est pour toute norme et donc lipschitzienne.

Solution 37. f n’a pas de point fixe car si f(z) = z alors € A ou z € R\ A et dans les deux cas on
contredit 'hypotheése. On en déduit que f(z) — x est de signe constant non nul.

Si f(z) > x, alors comme A est bornée, il existe une suite (z,) € (R\ A)" telle que lim z,, = 400, donc
lim f(z,) = +00, mais f(z,) € A bornée, impossible. De méme si f(z) < x en prenant une suite qui tend
vers —oo.

Solution 38.

1. Soit (uy) une suite d’éléments de S convergeant vers Idg. Comme u, est une symétrie, u,, = idg
ssi tru, = n. La fonction trace étant continue et a valeurs dans Z, donc est constante a partir d’un
certain rang. On en déduit que Idg est un point isolé.

2. Le méme raisonnement montre que —Idg est un point isolé. Soit v € S, u # +Idg. Soit e; un
vecteur propre associé a la valeur propre 1 et es associé a la valeur propre —1 que 'on complete
une base de vecteurs de v dans Eq(u) puis dans E_;(u). Relativement & cette base, la matrice de u

1 0 1 0
s’écrit 0 -1 . On pose M(a) = —a 1 . La suite tend vers
I, I,
_In7r72 —in—r-2

u et u n’est pas un point isolé.

3. S est fermée comme 'image réciproque de {0} par u — u? — idg. Mais n’est pas bornée comme
1 0
le montre ’ensemble des matrices | « —1 en faisant tendre a vers +o0o0. On aurait pu se
In72

limiter aux symétries orthogonales.

Solution 39. Pour montrer I'unicité, on suppose que [, I’ € K sont des points fixes, et
-0 = D—fM<t=1].
=1 = e HO = FO <=1
On en déduit que [ = I’, d’out 'unicité.
Pour Dexistence, 'application ¢ : K — R,  — | f(x) — z)|| est continue. Donc admet un minimum
m = || f(xo) — x0)]|. Si f(xo) # xo, par hypothese || f(f(zo)) — f(zo)|| < m, ce qui contredit la définition
du minimum. Donc f(zg) = zp.
Solution 40.
1. Un ensemble non vide minorée de R admet une borne inférieure

2. Soit z € F et on pose r||z —al|. Ainsi K = B(a,r) N F est un fermé borné de F, de dimension finie,
donc c’est un compact. L'image de K par la fonction continue z — ||z — a|| admet un minimum
d(a,y). Et y apprtient & F, ¢’est un minum sur F.

3. On pose b = u. Pour tout S € F,ona

lla =yl lla =yl
|| _ z ”:Ha—y—zH
lla—yll lla—yll

)

dont on déduit d(b, f) =1 et ||b]| = 1.

4. Si E est de dimension infinie, il existe une famille libre dénombrable (e, )nen €t on pose pour tout
n €N, F,, = vect(ey, - ,e,).
En appliquant le 3/ & F,,, on en déduit 'existence d’une suite (a,)nen telle que pour tous n > k,
lar — an|| > 1. Cette suite n’admet pas de valeurs d’adhérence. Cette suite est & valeurs dans la
boule unité fermée, donc cette boule fermée n’est pas compacte.
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