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Partie 1

1. La fon
tion f : x 7→ ln(1+x) est de 
lasse C∞
sur ]−1,+∞[. On peut don
 lui appliquer la formule de Taylor-Lagrange

ave
 reste intégrale à tout ordre entre les points 0 et 1. On a f ′(x) = 1
1+x

, puis par ré
urren
e sur l'entier k > 0, on prouve

f (k)(x) =
(−1)k+1(k − 1)!

(1 + x)k
.

C'est vrai pour k = 1. Si on suppose la formule vraie au rang k, en la dérivant on obtient la formule au rang k + 1. La
propriété est don
 vraie pour k ∈ N

∗
. Ainsi

f(1) = ln 2 = f(0) +

n
∑

k=1

f (k)(0)

k!
1k +

∫ 1

0

(1− s)n

n!
f (n+1)(s) ds =

n
∑

k=1

(−1)k+1

k
+

∫ 1

0

(−1)n(1− s)n

(1 + s)n+1
ds.

On forme la di�éren
e entre ln 2 et le terme sous forme de somme : le terme intégral obtenu se majore par l'inégalité de

la moyenne

δn =

∣

∣

∣

∣

∣

ln 2−
n−1
∑

k=0

(−1)k

k + 1

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∫ 1

0

(1− s)n

(1 + s)n+1
ds ≤

∫ 1

0

(1 − s)n ds,

puisque pour s ∈ [0, 1] on a 1 + s ≥ 1. Finalement la di�éren
e δn véri�e 0 ≤ δn ≤ 1
n+1 . Par le théorème d'en
adrement,

on 
on
lut : la suite (δn) est 
onvergente, de limite nulle, 
e qui permet d'é
rire ln 2 =
+∞
∑

k=0

(−1)k+1

k
.

2. La série de terme général sk = (−1)k

k+1 véri�e les hypothèses du théorème des séries alternées. En e�et le signe de sk

alterne et sa valeur absolue |sk| = 1
k+1 est dé
roissante et de limite nulle.

On en déduit que le reste RN =
+∞
∑

k=N+1

sk est majoré par |RN | ≤ |sN+1| = 1
N+2 .

Ainsi la somme partielle SN =
N
∑

k=0

sk est une valeur appro
hée de ln 2 à

1
N+2 près. Il su�t d'imposer

1
N+2 < ε, soit

N > 1
ε
− 2, pour obtenir une pré
ision 
onvenable.

3. On utilise la dé
roissan
e de la fon
tion t 7→ 1
t
pour en
adrer

∫ k+1

k
1
t
dt ≤ 1

k
≤
∫ k

k−1
1
t
dt, du moins pour k > 1. On

somme les en
adrements obtenus pour k 
ompris entre 2 et n. Pour k = 1, on n'e�e
tue que la minoration :

∫ n+1

1

1

t
dt ≤

n
∑

k=1

1

k
= 1 +

n
∑

k=2

1

k
≤ 1 +

∫ n

1

1

t
dt,

puis en soustrayant le logarithme :

0 ≤ ln(n+ 1)− lnn ≤ un ≤ 1.

4. On forme la di�éren
e : en se rappelant l'origine des termes en lnn, on fait réapparaître les intégrales pré
édentes :

un+1 − un =
1

n+ 1
− ln(n+ 1) + lnn =

1

n+ 1
−
∫ n+1

n

1

t
dt ≤ 0.

La suite (un) est une suite de réels dé
roissante et minorée par 0 ; elle est don
 
onvergente.

On peut don
 introduire le réel γ = limun ; il véri�e γ ∈ [0, 1].

5. Pour la lisibilité, on prend une é
helle di�érente en x et en y :

L'aire de Dn est An =
∫ n+1

n
1
t
dt− 1

n+1 = un − un+1 d'après le 
al
ul de la question 3.

6. Notons f : t 7→ 1
t
. En reprenant le dessin, les deux termes entre lesquels il est demandé d'en
adrer l'aire An sont des

aires de vrais triangles (base = 1 fois hauteur, divisé par 2) : le triangle formé de tirets d'une part, 
elui ave
 des pointillés

d'autre part.

1



1

1 n n+ 1

Dn
1

n+1

n n+ 1 n+ 2 n n+ 1 n+ 2

Graphiquement, le graphe de la fon
tion f semble situé entre les abs
isses n et n+ 1 se trouve au-dessous de la 
orde

qui relie les points (n, f(n)) et (n+1, f(n+1)). Si on admet 
e fait (propriété dite de 
on
avité), on en déduit que An est

inférieure à l'aire du triangle formé de pointillés.

7. On pro
ède à une sommation téles
opique :

un − un+p+1 =

p
∑

k=0

(un+k − un+k+1) ≤
p
∑

k=0

1

2

(

1

n+ k
− 1

n+ k + 1

)

≤ 1

2

(

1

n
− 1

n+ p+ 1

)

.

En passant à la limite en p, on trouve un − γ ≤ 1
2n .

On fait de même ave
 les minorations : tout est identique à un dé
alage d'indi
e près, soit un−γ ≥ 1
2(n+1) =

1
2n− 1

2n(n+1) .

On a prouvé pour tout n > 0, un − 1
2n ≤ γ ≤ un − 1

2n + 1
2n(n+1) .

Remarque : du point de vue de l'analyse asymptotique, 
ela apporte notamment une amélioration de la "formule d'Euler".

En e�et on a trouvé γ = un − 1
2n +O

(

1
n2

)

, soit :

n
∑

k=1

1

k
= lnn+ γ +

1

2n
+O

(

1

n2

)

.

8. L'amplitude de l'en
adrement de la question 7. vaut

1
2n(n+1) .

Ainsi la quantité un − 1
2n + 1

4n(n+1) est une valeur appro
hée de γ à

1
4n(n+1) près.

Il s'agit d'une approximation à ε près dès lors que

1
4n(n+1) < ε. Par exemple, il su�t d'avoir

1
4n2 < ε, soit n > 1

2
√
ε
.

Partie 2

1. Il s'agit d'une variante de Cesàro... On note αn le terme étudié.

On 
onsidère un réel ε > 0. Alors il existe un entier K tel que pour k > K, on a |ak| < ε. Ainsi pour n > K,

|αn| ≤
1

n
∑

k=0

λk

(∣

∣

∣

∣

∣

K
∑

k=0

λkak

∣

∣

∣

∣

∣

+
n
∑

k=K+1

λk|ak|
)

≤ AK

n
∑

k=0

λk

+

n
∑

k=K+1

λk.ε

n
∑

k=0

λk

≤ AK

n
∑

k=0

λk

+ ε,

ave
 AK =
K
∑

k=0

λkak, valeur qui ne dépend pas de n. Ainsi le membre de droite de 
ette inégalité admet ε pour limite. Par

suite, en prenant n su�samment grand (n > N0), 
e membre est inférieur à 2ε : n > N0 ⇒ |αn| < 2ε.

On a prouvé que la suite (αn) admet une limite nulle.

2. On prouve par ré
urren
e sur n que les 
omposantes de ∆nu sont bien 
elles indiquées.

Si n = 0, ∆0u = u, don
 (∆0u)k = uk, 
e qui est le formule souhaitée.
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On suppose que pour un 
ertain entier n, les 
omposantes de ∆nu sont (∆nu)k =
n
∑

i=0

(−1)i
(

n
i

)

uk+i. Alors

(∆n+1u)k = (∆(∆nu))k = (∆nu)k − (∆nu)k+1 =

n
∑

i=0

(−1)i
(

n

i

)

uk+i −
n
∑

i=0

(−1)i
(

n

i

)

uk+i+1.

On réindexe et on fait apparaître la formule de Pas
al :

(∆n+1u)k =
n
∑

i=0

(−1)i
(

n

i

)

uk+i −
n+1
∑

j=1

(−1)j−1

(

n

i− 1

)

uk+j = uk +
n
∑

i=1

(−1)i
((

n

i

)

+

(

n

i− 1

))

uk+i + (−1)n+1uk+n+1

Finalement, (∆n+1u)k =
+1
∑

i=0

n(−1)i
(

n+1
i

)

uk+i.

La ré
urren
e est a
hevée : pour tous entiers k et n, (∆nu)k =
n
∑

i=0

(−1)i
(

n
i

)

uk+i.

3. Pour n �xé, ∆nu est une somme d'un nombre �ni �xé de termes de limite nulle en l'in�ni (
'est une 
ombinaison

linéaire de suites extraites de u). Don
 les termes (∆nu)k ont une limite nulle lorsque k tend vers l'in�ni, n �xé.

Si, au 
ontraire, on �xe k, on voudrait appliquer la question 1 ave
 λi =
(

n

i

)

et ãi = (−1)iak+i pour tenir le r�le de la

suite ai. Il y a un hi
 : noter 
ela λi est malhonnête 
ar 
e terme dépend de n !

On peut 
ependant suivre exa
tement la même démar
he : la suite (ãi) tend vers 0. Les réels λi,n sont stri
tement

positifs, ave


n
∑

i=0

λi,n = 2n, qui tend vers +∞. En pro
édant parfaitement à l'identique, on obtient don
 le même résultat.

Ainsi, pour k �xé,

(∆na)k
2n a une limite nulle quand n tend vers l'in�ni.

4. La formule fait peut-être peur à première vue, mais 
'est un vulgaire téles
opage :

N
∑

n=0

a(k)n = (−1)k

(

N
∑

n=0

(∆na)k
2n

−
N
∑

n=0

(∆n+1a)k
2n+1

)

= (−1)k
(

(∆0a)k
1

− (∆N+1a)k
2N+1

)

= (−1)k
(

ak −
(∆N+1a)k

2N+1

)

.

D'après la question pré
édente, lorsque N tend vers l'in�ni, l'expression entre parenthèses 
onverge vers ak, don


+∞
∑

n=0
a
(k)
n = (−1)kak.

Par ailleurs, ave
 la dé�nition de ∆n+1
, le terme a

(k)
n s'exprime 
omme

a(k)n = (−1)k
[

(∆na)k
2n

− (∆na)k − (∆na)k+1

2n+1

]

=
(−1)k(∆na)k

2n+1
− (−1)k+1(∆na)k+1

2n+1
.

On peut don
 se livrer à un nouveau téles
opage :

K
∑

k=0

a(k)n =
(∆na)0
2n+1

− (−1)K+1(∆na)K+1

2n+1
.

Cette fois, la limite est

+∞
∑

k=0

a
(k)
n =

(∆na)0
2n+1

.

5. On reprend le 
al
ul téles
opique :

r(k)m =
+∞
∑

n=m

a(k)n = (−1)k
+∞
∑

n=m

(

(∆na)k
2n

− (∆n+1a)k
2n+1

)

= (−1)k
(∆ma)k

2m
.

Le terme général r
(k)
m s'é
rit don
 
omme une somme �nie :

r(k)m =

m
∑

i=0

(

(−1)i
(

m

i

)

2−m

)

(−1)kak+i.
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L'entier m est �xé. On peut don
 
onsidérer que le terme entre parenthèses est un 
oe�
ient et qu'il s'agit d'une 
ombi-

naison linéaire des séries

∑

(−1)kak,
∑

(−1)kak+1, . . . ,
∑

(−1)kak+m.

La série

∑

(−1)kak est 
onvergente puisqu'elle véri�e le théorème des séries alternées ((an) est une suite dé
roissante

de limite nulle). Mais il en est de même pour

∑

(−1)kak+1, . . . ,
∑

(−1)kak+m, et, par linéarité, pour

∑

r
(k)
m .

On peut don
 dé�nir Rm =
+∞
∑

k=0

r
(k)
m =

+∞
∑

k=0

(−1)k (∆ma)k
2m .

6. On reprend la propriété de linéarité pré
édente :

Rm =

+∞
∑

k=0

r(k)m =

m
∑

i=0

(−1)i
(

m

i

)

2−m

(

+∞
∑

k=0

(−1)kak+i

)

=

m
∑

i=0

(−1)i
(

m

i

)

2−mAi,

en notant Ai =
+∞
∑

k=0

(−1)kak+i = (−1)i
+∞
∑

k=i

(−1)kak.

On aboutit à une expression qui rappelle la question 3., ave
 la suite Ai remplaçant la suite ai. Véri�ons qu'elle a la

bonne propriété : suite 
onvergeant vers 0. Le théorème des séries alternées permet de majorer |Ai| ≤ |ai+1|. Don
 la

suite (Ai) a une limite nulle, et en�n, en appliquant la même démar
he qu'en question 3., mutatis mutandis, on obtient

lim
m→+∞

Rm = 0.

Par ailleurs, on 
al
ule

r
(k)
0 − r

(k)
n+1 =

+∞
∑

p=0

a(k)p −
+∞
∑

p=n+1

a(k)p =

n
∑

p=0

a(k)p .

On e�e
tue la somme de 
es séries, en sommant sur k. Puisque toutes les séries en jeu 
onvergent, on peut appliquer de

nouveau la linéarité :

R
(k)
0 −R

(k)
n+1 =

+∞
∑

k=0

n
∑

p=0

a(k)p =

n
∑

p=0

+∞
∑

k=0

a(k)p =

n
∑

p=0

(∆pa)0
2p+1

.

On a prouvé :

n
∑

m=0

(∆ma)0
2m+1 = R0 −Rn+1.

7. On peut passer à la limite en n dans la formule qui vient d'être établie : la série de terme général

(

(∆ma)0
2m+1

)

m∈N

est


onvergente et a pour somme R0.

Mais 
omme r
(k)
0 = (−1)kak (
al
ul de la question 4.), on a R0 = S.

Finalement S =
+∞
∑

k=0

(−1)kak =
+∞
∑

m=0

(∆ma)0
2m+1 .

Remarque sur la démar
he : on vient de pro
éder à une interversion de sommes in�nies, en prenant 
omme intermédiaire

une interversion de sommes �nies et en exploitant le théorème des séries alternées 
omme argument de 
onvergen
e. Le

lemme 3. joue un r�le 
ru
ial dans l'étude, pour appliquer le TSA aux sommes Ai.

8. Vu le signe des dérivées, la fon
tion f est dé
roissante, la fon
tion f ′

roissante, f ′′

dé
roissante, et
.

On souhaite utiliser une forme de ré
urren
e : la suite a a des termes de la forme ak = f(k). Mais la suite ∆a a des

termes de la forme ak − ak+1 = g(k) en posant g(x) = f(x)− f(x+ 1).
On introduit don
 la notation ∆f pour la fon
tion x 7→ f(x)− f(x+ 1). Cela dé�nit un opérateur ∆ sur les fon
tions,

généralisant 
elui de la question 2. On peut l'itérer pour dé�nir ∆n
et, par un 
al
ul rigoureusement identique à 
elui fait

en question 2.,

(∆nf)(x) =

n
∑

i=0

(−1)i
(

n

i

)

f(x+ i) (♯).

Ainsi la suite ∆na a pour terme d'ordre k : (∆na)k = (∆nf)(k).
On étudie le signe des dérivées de ∆f : (∆f)(j)(x) = f (j)(x) − f (j)(x + 1). Si j est pair, 
omme f (j)

est dé
roissante,

on a (∆f)(j)(x) ≥ 0. Si j est impair, au 
ontraire (∆f)(j)(x) ≤ 0.
Ainsi la fon
tion ∆f véri�e la même propriété que f :

∀j ∈ N, ∀x ∈ R+, (−1)j(∆f)(j)(x) ≥ 0.

Par suite, ∆2f = ∆(∆f) véri�e aussi 
ette propriété, et par ré
urren
e, ∆nf la véri�e également. On a notamment

(∆na)k = (∆nf)(k) ≥ 0.
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On a par ailleurs (∆f)(x) = f(x)−f(x+1) ≤ f(x) puisque f(x+1) ≥ 0. Plus généralement, (∆nf)(x) = (∆n−1f)(x)−
(∆n−1f)(x+ 1) ≤ (∆n−1f)(x) puisque (∆n−1f)(x+ 1) ≥ 0. Notamment, pour x = 0, 
ela donne

0 ≤ (∆ma)0
2m+1

≤ a0

2m+1
.

Commentaire : on vient d'étudier un pro
édé d'a

élération de 
onvergen
e qui s'applique à toute une famille de séries

alternées (notamment les séries de Riemann alternées). On peut obtenir la somme S en sommant la série de la question

7. Les termes de 
ette nouvelle série avan
ent vers 0 aussi vite qu'une série géométrique de raison

1
2 .

9. Tout d'abord la suite (ak) véri�e les hypothèses demandées : on prend f(x) = 1
x+1 , et d'après les préliminaires, les

dérivées su

essives de f sont alternativement de signe toujours positif et toujours négatif. I
i, S = ln 2.

Le reste de la série peut être majoré en 
omparant à une série géométrique :

0 ≤
+∞
∑

m=n

(∆ma)0
2m+1

≤ a0

+∞
∑

m=n

1

2m+1
=

1

2n
.

Ainsi pour obtenir une somme partielle qui soit une valeur appro
hée ave
 une pré
ision ε, il su�t de faire en sorte que

1
2n < ε. La valeur de n à 
onsidérer est à nouveau de l'ordre de | ln ε|, 
e qui est une amélioration par rapport à la première

partie.

Remarque : on peut exprimer la nouvelle série, obtenue en a

élérant la série harmonique alternée :

ln 2 =
+∞
∑

m=0

(∆ma)0
2m+1

=
+∞
∑

m=0

1

2m+1

m
∑

i=0

(−1)i
(

m

i

)

1

i+ 1

=

+∞
∑

m=0

1

2m+1(m+ 1)

m
∑

i=0

(−1)i
(m+ 1)!

(m− i)!(i + 1)!
=

+∞
∑

m=0

1

2m+1(m+ 1)

m
∑

i=0

(−1)i
(

m+ 1

i+ 1

)

=

+∞
∑

m=0

1

2m+1(m+ 1)
=

+∞
∑

m=1

1

2mm
.

On peut aussi prouver 
ette formule en employant la relation de Taylor-Lagrange pour exprimer ln(1− 1
2 ) = − ln 2.

Partie 3

1. Le terme bk est bien dé�ni (intégrale d'une fon
tion 
ontinue sur segment), positif par positivité de l'intégrale. On


onnaît également le signe de bk+1 − bk =
∫ 1

0 xk(x − 1)w(x) dx : 
'est négatif.

Ainsi la suite (bk) est dé
roissante et minorée par 0 ; elle 
onverge, mais on ne peut pas a�rmer que 
'est vers 0 ave
 
es

éléments. On majore don
 : puisque w est 
ontinue sur un segment, elle admet une borne supérieure W et par positivité

de xk
, on a

∀x ∈ [0, 1], xkw(x) ≤ xkW d'où 0 ≤ bk ≤
∫ 1

0

xkW dx ≤ W

k + 1

Par en
adrement, la suite (bk) 
onverge vers 0 (en dé
roissant).

2. Cher
hons la fameuse relation sur les Tn :

Tn−1(x) + Tn+1(x) = cos((n− 1) arccosx) + cos((n+ 1) arccosx) = 2 cos(arccosx) cos(n arccosx) = 2xTn(x)

Ave
 par ailleurs T0(x) = 1 et T1(x) = x.

On tente de prouver Pn(X) = Tn(1− 2X) : on a bien la propriété pour P0(X) = 1 = T0(1− 2X) et P1(X) = 1− 2X =
T1(1− 2X).
Supposons qu'elle est vraie aux rangs n− 1 et n, alors

Tn+1(1− 2X) = 2(1− 2X)Tn(1− 2X)− Tn−1(1− 2X) = Pn+1(X)

On a ainsi prouvé la relation Pn(X) = Tn(1− 2X).

3. J'admets Pn(x) =
n
∑

m=0
(−1)m n

n+m

(

n+m

2m

)

22mxm
.

5



Soit n > 0. On remarque notamment que Pn(−1) =
n
∑

m=0

n
n+m

(

n+m
2m

)

22m, qui est une somme de termes stri
tement

positifs. Ainsi Pn(−1) > 0.

4. On 
al
ule

s(n) =
1

Pn(−1)

∫ 1

0

Pn(−1)− Pn(x)

(1 + x)
w(x) dx =

1

Pn(−1)

∫ 1

0

n
∑

m=0

n
n+m

(

n+m
2m

)

22m(1− (−x)m)

(1 + x)
w(x) dx

On est amené à fa
toriser

s(n) =
1

Pn(−1)

∫ 1

0

n
∑

m=0

(

n
n+m

(

n+m

2m

)

22m(1 + x)

(

m−1
∑

j=0

(−x)j

))

(1 + x)
w(x) dx

pour pouvoir simpli�er et, en utilisant la linéarité, réorganiser ainsi

s(n) =
1

Pn(−1)

∑

0≤j<m≤n

[

n

n+m

(

n+m

2m

)

22m
∫ 1

0

(−x)jw(x) dx

]

=
1

Pn(−1)

n−1
∑

j=0

n
∑

m=j+1

(

n

n+m

(

n+m

2m

)

22m
)

(−1)jbj

Ave
 la 
onvention sur les sommes vides, on peut faire varier l'indi
e de la première somme de 0 à n et ainsi

s(n) =
1

Pn(−1)

n
∑

k=0

cn,k(−1)kbk ave
 cn,k =

n
∑

m=k+1

n

n+m

(

n+m

2m

)

22m

5. On a déjà dit que que Pn(−1) =
n
∑

m=0

n
n+m

(

n+m
2m

)

22m, mais il s'agit d'expli
iter sa valeur. Il est don
 plus judi
ieux

de partir de la formule de ré
urren
e

Pn+1(−1) = 6Pn(−1)− Pn−1(−1)

Il s'agit d'une suite linéaire ré
urrente d'ordre 2 à 
oe�
ients 
onstants, de polyn�me 
ompagnon

X2 − 6X + 1 = (X − 3)2 − 8 = (X − 3−
√
8)(X − 3 +

√
8)

En posant un = Pn(−1), il reste à trouver les réels a et b tels que un est toujours égal à a(3 −
√
8)n + b(3 +

√
8)n. Ave


les valeurs initiales u0 = 1, u1 = 3, il vient

∀n ∈ N, un = Pn(−1) =
1

2
(3−

√
8)n +

1

2
(3 +

√
8)n

On veut maintenant 
al
uler |s(n)−S|. Il y a deux é
ritures possibles : sous forme de sommes doubles, ou plus 
ompa
t,

sous forme d'intégrales. Du moins on sait é
rire s(n) 
omme une intégrale. Pour S, 
'est la limite de

SK =

K
∑

k=0

(−1)kbk =

∫ 1

0

K
∑

k=0

(−x)kw(x) dx =

∫ 1

0

1− (−x)K+1

1 + x
w(x) dx =

∫ 1

0

w(x)

1 + x
dx+

∫ 1

0

(−x)K+1

1 + x
w(x) dx

Déduisons-en que S =
∫ 1

0
w(x)
1+x

dx. Il su�t de montrer que le se
ond terme a une limite nulle lorsque K tend vers l'in�ni

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

(−x)K+1

1 + x
w(x) dx

∣

∣

∣

∣

≤
∫ 1

0

1× sup
t∈[0,1]

w(t) × xK+1 dx =
1

K + 2
sup

t∈[0,1]

w(t)

On forme en�n

|s(n)− S| =
∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

(

Qn(x)−
1

1 + x

)

w(x) dx

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

Pn(x)

Pn(−1)(1 + x)
w(x) dx

∣

∣

∣

∣

=
1

un

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

Tn(1 − 2x)
w(x)

(1 + x)
dx

∣

∣

∣

∣
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On a fait réapparaître le polyn�me Tn de la question 2, pour exploiter l'inégalité |Tn(1− 2x)| ≤ 1 pour x ∈ [0, 1]. Ainsi

|s(n)− S| ≤ 1

un

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

w(x)

(1 + x)
dx

∣

∣

∣

∣

=
S

un

≤ 2S

(3 +
√
8)n

On a établi |s(n)− S| ≤ 2S

(3 +
√
8)n

.

6. On re
onnaît dans les 4 premières lignes de 
ode une bou
le permettant de 
al
uler le terme un en suivant la relation

de ré
urren
e d'ordre 2. Ce résultat est sto
ké dans la variable d1.

Pour justi�er plus pré
isément on peut invoquer l'invariant de bou
le "à la �n de l'étape k, d1 
ontient uk+2 et d0


ontient uk+1". Ainsi à la �n de l'étape n− 2, on a bien d1 qui 
ontient un.

Pour les lignes suivantes, on va justi�er que le résultat produit est sn=s(n). Pour 
ela on montre que la variable s


ontient les sommes su

essives σj =
k
∑

j=0

cn,j(−1)jbj.

Il faudrait don
 montrer qu'à la �n de l'étape j, la variable 
ontient (−1)jcn,j .
On remarque que pour passer d'un 
oe�
ient au suivant, la relation est

(−1)kcn,k = (−1)kcn,k−1 −
n

n+ k

(

n+ k

2k

)

22k = βk − (−1)k−1cn,k−1

ave
 βk qui véri�e lui-même

βk+1 = − n.(n+ k)!22k+2

(2k + 2)!(n− k − 1)!
=

−n.(n+ k − 1)!(n+ k)22k22(n− k)

(2k)!(2k + 1)(2k + 2)!(n− k)!
=

(n+ k)(k − n)

(k + 1
2 )(k + 1)

βk−1


'est exa
tement la formule qui permet de passer d'une valeur de b à la suivante. Tout est don
 justi�é : à la fon de 
haque

tour de bou
le, b 
ontient la valeur βk+1 et 
 
ontient la valeur (−1)kcn,k, tandis que s vaut σk.

En �n de 
ompte, quand l'algorithme s'a
hève, d1 
ontient un et sn 
ontient s(n).

7. On prend pour w la fon
tion 
onstante valant 1. Alors bk = 1
k+1 et S = ln 2. Le sn fourni par l'algorithme est une

valeur appro
hée de ln 2 à

2 ln 2
(3+

√
8)n

près.

Il su�t don
 de prendre n tel que

2 ln 2
(3+

√
8)n

< ε et de renvoyer le sn 
orrespondant.
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