PSI-Pasteur 2023-2024 Interrogation orale n°5

Exercicel (Mines-Ponts 15) Soit A et B deux matrices de .4, (R).
Montrer que |4 ~B| > 0. Indication : Montrer que |4 ~2|=det(A+iB)det(A—iB).

Exercice2 (CCINP22) Soit (ey,...,ey,) une base orthonormée d'un espace euclidien E
et (uy,..., u,) une famille de vecteurs de E.

a) SoitAy,...,A, des nombres réels. Montrer que : X, A;u; ||2 < (X, A2 (28 uil?).
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b) En déduire que si Z:?ZI lu;ll© <1 alors la famille (e; + ©;)ic[1,n) €5t une base de E.

Exercice3 (CCINP 16) Soit (E,{.,.)) un espace euclidien de dimension n et & = (e,..., ey,)
une base orthonormale de E. On considere un automorphisme de E, f tel que:

VX, EEXE, (x,y)=0= (f(x), f())=0.

a) Que dire de la famille %' = (f(ey),..., f(en)) 2

b) En calculant (f(e;) + f(e;), f(e;) — f(e;)) de deux facons différentes, montrer qu’il existe a > 0
tel que | f(e;)||?> = a® pour tout i. Que dire de la famille %%' ?

Exercice 4 (Mines-Ponts 16) Soit (ag, ay,...,a,) € R".

a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que I'application (B, Q) — ZZ:O P(ai)Q(ay)
soit un produit scalaire sur R, [X] . On suppose cette condition vérifiée dans la suite.

b) Donner une base orthonormée de R,,[X] .
c) Déterminer I'orthogonal de F ={P € R,[X] :Z,’C‘ZOP(ak) =0}.
d) Calculer la distance de X" a F.

Exercice 5 (Mines-Ponts2021) Soitg:x+— e .
On admet que ¢ est intégrable sur R et que son intégrale vaut /7.

a) Montrer que, pour tout entier naturel 7, il existe un unique polynéme H, tel que :
VxeR, " (x) = (-1)"H,(x)p(x) . Préciser le degré et le coefficient dominant de H,, .

b) Montrer que I’on définit un produit scalaire sur R[X] en posant : (B, Q) = ffoocf’P(t) Q) p(r)dt.

c) Montrer que, pour tout n € N* et tout P € R(X], (B, Hy,) = (P, H,_1).
En déduire que la famille (H},) est orthogonale. Calculer || H,, 12 pour tout ne€N.

Exercice 6 (Mines-Ponts2019) Soit E un espace euclidien et f une application de E dans E
vérifiant £(0)=0 et, V(x,y) € E%, |f(x)—fW I =lx-yl.

a) Montrer que, pourtoutx€ E,ona: [ f(x)l =[xl et f(—x)=—-f(x).
b) Montrer que, pour tout (x,y) € E2, ona: {f(x), f()) = {x,y). En déduire que f est linéaire.



