PSI-Pasteur 2023-2024 Séries entieres : exercices

Exercice 1 (Mines-Ponts21)
Soit ), a,z" une série entiere de rayon de convergence R >0 et b, = ﬁ .
n
Montrer que Y, b,z" a un rayon de convergence R’ > 1, puis déterminer R’ en fonction de R.

Exercice2 (ENSEA23) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere de terme général
(1+n+n?)x" puis trouver une expression de la somme.

Exercice3 (CCINP23) Soit ay=-4, a;=2, ax=4 et ay4+3= au+2+an+1 —a, pourtout neN.
a) Montrer que |a,| <22 pour tout neN.

b) Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére >0 @nXx" est non nul.
n=0“n

—4+6x+6x>

c¢) Soit p =min(1,R). Pour x €] — p, p[ on pose S(x) = ¥ ' a,x". Montrer que S(x) = Gl 12

—4+6x+6x> _ _a b

9
d) Trouver a, b, c, dans R tels que, pour tout x € R\ {—1,1}, o — It T e

e) En déduire une expression de a; en fonction de n.

n
Exercice4 (CCINP23) Soit a,= [y (152) dr.

1) Montrer la convergence de la série de terme général (—1)"a,, .

2) Soit R le rayon de convergence de la série de terme général a,x" et f sa somme.
a) Montrer a,, > ﬁ puis déterminer la valeur de R.
b) Montrer que 2n+3)ay+1 =1+ n+1ay,.

¢) Trouver une équation différentielle satisfaite par f.

Exercice5 (CCINP23)

2 . !
a) Déterminer le rayon de convergence de f(x) =Y " i Zn+l

D TE e X
n=01-3---(2n+1)
b) Trouver une équation différentielle linéaire d’ordre 1 vérifiée par f.

¢) Donner la dérivée de la fonction arcsin. En déduire une expression de f(x).

Exercice 6 (CCINP23) Soit (u,) définie par ug=3 et w1 =7, () tktinr -
a) Montrer que 0 < u, < 4+l g pour tout n.
b) On pose f(x)= ;C:’% ””T’,Cn . Montrer que f est solution de I'équation y’ = y2 sur]— Ti’i['

¢) Déterminer I'expression de u; en fonction de n.
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Exercice 7 (Centrale23) SurI=]-%%[ondéfinit f: x> S22

a) Montrer que:VneN*, Vxe I, f(”)(x)=%

avec P, un polyndme unitaire de degré n a coefficients dans N.
b) Montrer que la série de Taylor de f est absolument convergente sur 1.

¢) Montrer que f coincide avec sa série de Taylor sur [0, % [.

Exercice8 (Centrale 23) Soit (a,) une suite de complexes. On suppose que la série entiere
2% anz" aun rayon de convergence infini et I'on note f(z) sa somme.

a) Montrer que: Vr >0, VpeN, [Z7 f(re)e Pdt = 2na,rP.
b) En déduire que si f est bornée sur C alors f est constante.

¢) On suppose maintenant qu’il existe g € N* et (a, ) € (R;ﬁ)2 telsque: VzeC, |f(2)| < alz|T+p.
Montrer qu’alors f est une fonction polynomiale.



