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Exercice 1 (Centrale23) Soit E I'espace des applications continues de [0, 1] dans R.
Pour fe Eet x€[0,1], on pose T(f)(x) = fol min(x, ) f(£) dt.

1) Montrer que T € GL(E).
2) Montrer que si f est propre pour T, alors f est solution d'une équation différentielle d’ordre 2.

3) Déterminer les éléments propres de T'.

Exercice 2 (ENSEAZ23) Soit A= (é z Eg) .

1) Déterminer le rang de A. En déduire, sans calcul, le polyndme caractéristique de A.

2) Déterminer les éléments propres de A. A est-elle diagonalisable?

11111
. 14 . 00100 . . . -
Exercice 3 (Mines-Télécom 23) Soit T = (8 8 % 8 8 . Déterminer le rang de T puis sans utiliser
00100
le polyndéme caractéristique, donner les valeurs propres de T. T est-elle diagonalisable?

Exercice4 (CCINP23) Soita € C et Alamatrice de .#,(C) définie par: A; ;= a’*/ 2.
1) Déterminer le rang de A. En déduire ses valeurs propres.

2) Quelles sont les valeurs de a pour lesquelles A n’est pas diagonalisable?

Exercice 5 (CCINP23) Soit a€R et M, :( 0 o 0 )

-1 —2a a+5
1) Quelles sont les valeurs de a pour lesquelles M, est diagonalisable?
2) Trouver P telleque M_; = PDP~! avec D= (§ g (2)) .

3) Trouver les matrices A telles que A% =M_;.

Exercice 6 (CCINP 23)
1) Soit A€ ./, (R). Que peut-on dire de det(A) il existe B € .4, (R) telle que B> = A ?

. 24a 2 1+
2) SoitaeRet A:(s—zg g 313).

Calculer det(A). En déduire une condition pour qu'il existe B € ./, (R) telle que B> = A.

3) Désormais a > 0. Déterminer les éléments propres de A puis donner une matrice P inversible
et une matrice D diagonale tellesque A=PD P!,

4) Désormais a#1 et a#3. Montrer que si M est telle que M? = D alors MD = DM.
Déterminer les matrices M telles que M? = D. En déduire les matrices B telles que B> = A.

Exercice 7 (Mines-Télécom 23)
Soit u I’endomorphisme de R® canoniquement associé a A = (

DN bt =t
DN —

DN —
S

1) Déterminer le spectre de A.

ooo
SO
NOO
——

2) Trouver une base de R® dans laquelle la matrice associée a u soit T = (
3) Montrer que : R3 = Ker(u?) @ Ker(u —21d) .

4) Résoudre le systeme différentiel : X' =x+y—z; yy=—x+3y—-3z; 2 =2x+2y-2z.
Exercice 8 (Mines-Ponts23) Soit A€ #,(R)etB= (7).

1) Trouver une relation entre le polynéme caractéristique de B et celui de A.

2) Soit A € R. Montrer que : dim Ey(B) =dim Ej2(A).

3) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que B soit diagonalisable.
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Exercice 9 (Centrale23)

ap ay -+ Adp-2 dp-1
ap-1 ap - an-2
Pour (ag, ay,...,an,-1) € R onpose Clag, ai,..., an_1) =
ap e
a a -+ dp-1 Ao

et /=C(0,1,0,...,0).

1) Ecrire une fonction d’argument 72 € N* qui renvoie J* pour 2< k< n.
Tester la fonction pour n =5. Commenter le résultat puis le justifier pour n quelconque.

2) Ecrire une fonction d’argument une liste de réels L qui renvoie C(L) . Tester C([2,3,4,5])
puis donner ses valeurs propres et les comparer avec 2 + 3if +4(-1)¥ + 5(—)* pour 0 < k <3.

3) Montrer que C(ay, a1,...,a,—1) est diagonalisable dans .4, (C).
En déduire une justification de la question 2, puis la valeur de dét(C(ay, ay, ..., an-1)).

Exercice 10 (Mines-Télécom 23) Soit A€ ., (C) et B= (" 9r).

Montrer que si B est diagonalisable alors A est diagonalisable et I,, — A inversible. Réciproque?

Exercice 11 (CCINP23) Soit A€ #,(R) vérifiant: A3 +9A=0.
1) Montrer que le spectre de A est inclus dans {0, 3i, —3i} .
2) Aest-elle diagonalisable dans .4, (C) ? dans .4, (R) ?

3) Montrer que si n est impair alors A n’est pas inversible.

Exercice 12 (CCINP 23) On considere trois suites définies par (1, vo, wg) € R® puis les relations :
Uptl = Up—2Un— Wy, Upe1 = —Up+ Uy — Wy, Wyyl = —Up — 2V, + Wy . On pose X, = (Uy, Uy, wn)T.

1) Trouver A € /3 (R) telle que X1 = AX,,, puis exprimer X, en fonction de X, et A.

2) Aest-t-elle diagonalisable? Triangulariser A puis exprimer u,, v, et w, en fonction de n.

Exercice 13 (CCINP23) Soit Aet B dans.#,(C). Onsuppose qu’il existe C # 0 telleque AC =CB.
1) Rappeler le théoreme de Cayley-Hamilton.
2) a) Montrer que: YkeN, A¥C = CB*. En déduire que: VP € C[X], P(A)C =CP(B).

b) Montrer qu'un produit de deux matrices est inversible ssi ces deux matrices le sont.

¢) En déduire que A et B ont une valeur propre commune.

3) Réciproquement, si A et B ont une valeur propre commune, montrer qu’il existe une matrice C
non nulle telle que AC=CB.

Exercice 14 (Centrale23) Soit u un endomorphisme de R3.
On suppose que u? est un projecteur de rang 1 mais que ni u ni —u ne sont des projecteurs.
1) Montrez que tout projecteur de R® est diagonalisable. 2) Etudier la diagonalisabilité de .

Exercice 15 (Mines-Ponts23) Soit P=X>—4X*+2X>+8X*-8X.
1) Enremarquant que P(2) = P'(2) =0, trouver la décomposition de P en facteurs irréductibles.
2) Trouver les matrices M € .4, (R) telles que P(M) =0 et tr(M) =0.

Exercice 16 (Mines-Ponts23) Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et a € R*.
Déterminer les endomorphismes u € Z(E) vérifiant : aud=tr(uu.



