PSI-Pasteur 2023-2024 Interrogation orale n° 14

Exercicel (Mines-Télécom 22)
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Exercice2 (CCINP22) Soit f un endomorphisme d'un C-espace vectoriel E de dimension finie.
a) Montrer que si f est diagonalisable alors f? aussi.
b) Montrer que si f est diagonalisable alors Ker(f) = Ker(f?).

c) Soit A une valeur propre non nulle de f? et y une racine carrée complexe de A.
Montrer que : Ker(f? — Aldg) = Ker(f — uldg) @ Ker(f + uldg) .

d) Montrer que si f2 est diagonalisable et inversible, alors f est diagonalisable et inversible.

e) Montrer que si f2 est diagonalisable, f est diagonalisable si et seulement si Ker(f) = Ker(f?).
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Exercice 3 (CCINP22) Soit al’endomorphisme de R® canoniquement associé a (_% 1 g] .

a) Montrer que a est trigonalisable mais pas diagonalisable.

b) Déterminer les droites stables par a.

c) Montrer que si a’ est la restriction de a a un sous-espace stable par a, alors X divise X, .
d) Déterminer les plans stables par a.

Exercice 4 (Mines-Ponts22) Soit f, uet v troisendomorphismes d’'un espace de dimension finie.
On suppose qu'il existe des scalaires non nuls et distincts a et b tels que : f = au+bv, f?=
au+Db*v et f3 =a®u+ b3 v. Montrer que f est diagonalisable. Déterminer u(x) et v(x) lorsque
x est propre pour f. En déduire que u, v et u+ v sont des projecteurs.

Exercice 5 (CCINP21) Soit M € ., (C) vérifiant M?+ MT =1,,.

a) Montrer que si M est symétrique alors M est diagonalisable et tr(M) det(M) #0.
b) Montrer que M est diagonalisable méme si elle n’est pas symétrique.

¢) Montrer que M est inversible si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de M.

Exercice 6 (CCINP 22)
Soit A et B deux matrices de .4, (R) ayant le méme polyndme caractéristique, noté P.
a) Montrer que si P possede n racines distinctes alors A et B sont semblables.

b) Montrer que ce résultat tombe en défaut si P n’est pas scindé a racines simples.

Exercice 7 (Centrale 22)

Pour n € N* soit M, € .4, (R) définie par [My];; =0 et [My]; j = j pour j # i.

On considere également f,(x) =1-X7_, Fkk .

1) Ecrire des fonctions Python renvoyant M,, et f;,(x) .

2) Pour n € {2,3,5,10} déterminer les valeurs propres de M, et les dimensions des sous-espaces
propres. Conjecture?

3) Pour n € {2,3,5,10} représenter graphiquement f,,(x) pour x € [-15,15] avec un pas de 0.01.
Déterminer des valeurs approchées des solutions de I’équation f;,(x) = 0. Conjecture?

4) FEtudier les variations de f,, puis déterminer d,, le nombre de solutions de I'équation f,(x) = 0,
ainsi que le signe de la solution la plus grande.

5) Soit A € R. Trouvez une condition nécessaire et suffisante pour que X, = (1/(1 +i + A))o<i<n-1
soit un vecteur propre de M,,.



