PSI-Pasteur 2023-2024 Interrogation orale n°23

Planche 1 (Centrale22) On pose I(x)= +°° lfttx .
1) Déterminer le domaine de définition D de 1.

2) a) En utilisant le module scipy integrate, tracer I(x) pour x €]1,30].
Conjecturer les variations et les limites de I sur D.

b) Avecla méthode des rectangles calculer 1(2).
Comparer avec la vraie valeur et avec celle donné par scipy integrate.

3) a) Montrer que pour x> 1, t+—In(#)/t* estintégrable sur [1, +ool.
b) Montrer que I est de classe C! sur D.

4) Prouver les conjectures formulées dans la deuxieme question.

5) a) Montrer que [ 95 = lim fol Yl -nkekrdr.

1+1%

b) Enposant u =1 montrer que f;"®° 4L = lim JhEmlepkykeex-2qy

100 _(-DF

c¢) Avec Python, représenter graphiquement x— 1-23% 7 (kx)2 T

pour x€]1,30].

d) Comparer I(x) et 1-23% l(kx)lz) 1°

6) Trouver un équivalent de I(x) quand x tend vers 1.

Planche2 (CCINP21) Soit 2, '’ensemble des matrices de .4, (R) vérifiant :
(i) les coefficients diagonaux sont valeurs propres et (ii) ce sont les seules valeurs propres.

1) Montrer que toute matrice triangulaire est dans 2, .

2) La matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1 est-elle dans 2,, ?

3) 9, est-il un sous-espace vectoriel de .4, (R)?

4) Montrer que si M appartienta &, alors M + al,, appartienta &, pour tout réel a.

5) Montrer que toute matrice de &, est triangulaire.

1 1+t
6) Pour tout f € R, soit M (t) = (0 2 —1+r)
1 4+2¢

a) Déterminer '’ensemble des valeurs propres de la matrice M(t) selon la valeur de t.
b) En déduire les valeurs de ¢ pour lesquelles M(t) € Z5.

c¢) Déterminer les valeurs de ¢ pour lesquelles la matrice M(t) est diagonalisable.
011
7) Montrer qu'il existe une infinité de matrices de 23 de la forme (g 01 ) .
c

8) Exhiber une matrice de %3 a coefficients tous non nuls.



Planche 3 (Mines-Télécom 22)
1) Pour ne N*, soit d,, = (1! +2!+---+ n!)/n!

a) Trouvez une relation entre d,, et d;;41 .

b) Trouvez une majoration de d,, .

¢) En déduire la convergence de d,, .

d) Quel estla nature de la série de terme général % avec a € R?
X+y+z—-1t=0

x+y—-z—-1t=0
Déterminer la matrice de la symétrie orthogonale par rapport a 2.

2) Soit 2 le sous-espace de R* d’équations {

3-1 1 0 2 1 01 2
Planche 4 (Centrale21) Soit A:(o 1 2),3:(3 1—1),C:(0 1 z)et E =Vect{A,B,C}.
0 4-1 0-1 4 3 2-2

1) Montrer que E est un R-espace vectoriel et déterminer sa dimension.

2) Montrer que pour tout (a, b, c) € R3 il existe un unique élément M, ;. de E tel que M = q,
M, 1 = b et M3 = c. Ecrire une fonction M(a, b, ¢) qui renvoie Mg p,c. Que vaut J = M(1,1,1)?

3) Donner une norme de .#3(R). Ecrire une fonction Norme (M) qui renvoie cette norme.
En déduire une fonction test(M) qui renvoie True si M appartient a E et False sinon.

4) Donner les éléments propres de matrices M, p . pour a, b, ¢, choisis au hasard.
Montrer que tous les éléments de E ont un vecteur propre commun.

5) Dans le cas ou la trace de M est nulle, donner la forme du polyndéme caractéristique de M.

Il y avait d’autres questions. ..



