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Probabilités

Exercice 1. Loi des événements rares – théorème de Poisson. On considère (Sn)n∈N∗ une suite de
variables aléatoires de lois B (n, pn). On suppose que lim

n→∞
npn = λ > 0.

Démontrer que (Sn)n∈N∗ converge en loi vers la loi P(λ), c’est-à-dire que pour tout k dans N,

P(Sn = k) −→
n→+∞

eλ
λk

k!
.

Correction
Soit k ∈ N. Soit n > k (sinon P(Sn = k) = 0). Alors

P(Sn = k) =

(
n

k

)
pkn (1− pn)n−k =

n(n − 1) . . . (n − k + 1)

k!
pkne(n−k) ln(1−pn).

Ensuite, faisons de l’asymptotique proprement.

• Déjà, n(n − 1) . . . (n − k + 1) est un produit fini de k termes (le nombre de termes
du produit est indépendant de n) donc n(n − 1) . . . (n − k + 1) ∼

n→+∞
nk . Ainsi, n(n −

1) . . . (n − k + 1)pkn ∼
n→∞

(npn)k −→
n→+∞

λk .

• Ensuite, (n − k) ln(1− pn) ∼
n→+∞

n ln(1− pn) ∼
n→+∞

−npn −→
n→+∞

−λ.

Ainsi, par continuité de l’exponentielle, on en déduit que

P(Sn = k) −→
n→+∞

λk

k!
e−λ,

d’où la convergence en loi de (Sn) vers la loi de Poisson.

Exercice 2. La loi géométrique est sans mémoire. Soit X une variable aléatoire discrète à valeurs
dans N∗. On dit que X est sans mémoire si pour tous j, k entiers naturels, PX>j(X > j + k) =

P(X > k).

1. Démontrer que si X suit une loi géométrique, alors X est sans mémoire.

Correction

Supposons que X suive une loi géométrique de paramètre p ∈]0, 1[. Soient j, k des entiers.
Alors

PX>j(X > j + k) =
P(X > j,X > j + k)

P(X > j)

=
P(X > j + k)

P(X > j)
car {X > j + k} ⊂ {X > j}

=
qj+k

qj
= qk = P(X > k).

Donc X est sans mémoire.

2. Démontrer que, réciproquement, si X est sans mémoire, X suit une loi géométrique de para-
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mètre p = P(X = 1).

Correction

Si X est sans mémoire, notons p = P(X = 1) et, par conséquent, q = 1−p = P(X > 1).
Alors pour tout k dans N,

P(X = k) = P(X > k − 1)− P(X > k).

Or, PX>k−1(X > k) = P(X > 1) = q, donc P(X > k) = qP(X > k − 1). Par récurrence
immédiate, il vient donc : ∀k ∈ N, P(X > k) = qk . Ainsi,

P(X = k) = P(X > k − 1)− P(X > k) = qk−1 − qk = qk−1(1− q) = pqk−1.

Ainsi, X ∼ G (p).

Exercice 3. Formule de Wald . Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires iid à valeurs dans N,

N une variable aléatoire indépendante des (Xn)n∈N, à valeurs dans N, et, S =

N∑
i=1

Xi : cela signifie

que pour tout ω de Ω, S(ω) =

N(ω)∑
i=1

Xi(ω).

1. Justifier que S est bien une variable aléatoire discrète.

2. On suppose que X1 et N admettent une espérance. Démontrer que S admet une espérance
et que E(S) = E(N)E(X1).

Correction
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Calculons, en admettant que la somme
∑
k∈N

kP(S = k) soit potentiellement égale à +∞,

∑
k∈N

kP(S = k) =
∑
k∈N

∑
n∈N

kP(S = k,N = n)

=
∑
k∈N

∑
n∈N

kP(

n∑
i=1

Xi = k,N = n)

=
∑
k∈N

∑
n∈N

kP(

n∑
i=1

Xi = k)P(N = n) par indépendance

=
∑
n∈N

∑
k∈N

kP(

n∑
i=1

Xi = k)P(N = n) car on somme une famille de termes positifs

=
∑
n∈N
P(N = n)

∑
k∈N

kP(

n∑
i=1

Xi = k)

=
∑
n∈N
P(N = n)E

(
n∑
i=1

Xi

)
=
∑
n∈N
P(N = n)nE (X1) car les Xi suivent la même loi

= E (X1)
∑
n∈N
P(N = n)n

= E (X1)E(N).

La somme
∑
k∈N

kP(S = k) est donc finie, donc S admet une espérance, égale à

E(X1)E(N).

3. On suppose que X1 est centrée et admet une variance. Démontrer que S admet une variance
et que V(S) = E(N)V(X1).

Correction

Comme X1 est centrée, S aussi, donc, si elle existe, V(S) = E(S2). On calcule donc, ar
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la formule de transfert,∑
k∈N

k2P(S = k) =
∑
k∈N

∑
n∈N

k2P(S = k,N = n)

=
∑
k∈N

∑
n∈N

k2P(

n∑
i=1

Xi = k2, N = n)

=
∑
k∈N

∑
n∈N

k2P(

n∑
i=1

Xi = k2)P(N = n) par indépendance

=
∑
n∈N

∑
k∈N

k2P(

n∑
i=1

Xi = k2)P(N = n) car on somme une famille de termes positifs

=
∑
n∈N
P(N = n)

∑
k∈N

k2P(

n∑
i=1

Xi = k2)

=
∑
n∈N
P(N = n)E

( n∑
i=1

Xi

)2 .
Or,

E

( n∑
i=1

Xi

)2 = V

(
n∑
i=1

Xi

)
,

car E

(
n∑
i=1

Xi

)
= 0 (les variables sont centrées). Or, par indépendance, V

(
n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

V(Xi) = nV(X1). Ainsi,

∑
k∈N

k2P(S = k) =
∑
n∈N
P(N = n)nV(X1) = E(N)V(X1).

La série de terme général k2P(S = k) converge donc. Ainsi, S possède une variance,
égale à E(N)V(X1).

Exercice 4. Lemmes de Borel-Cantelli et applications. Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé et

(An)n∈N une suite d’événements. On considère l’événement : A =

+∞⋂
k=0

(
+∞⋃
n=k

An

)
.

1. Traduire avec des mots en français l’événement A.

Correction

L’événement A signifie qu’une infinité de An ont lieu.

2. On suppose que la série de terme général P (An) converge. En se rappelant que la probabilité
d’une réunion est inférieure à la somme des probabilités, déterminer P(A).
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Correction

On remarque que

P(A) = lim
k→+∞

P

(
+∞⋃
n=k

An

)
.

Or,

P

(
+∞⋃
n=k

An

)
6
+∞∑
n=k

P(An).

Or,
∑
P(An) converge. Donc

+∞∑
n=k

P(An) −→
k→+∞

0, donc, par encadrement, P(A) = 0 .

3. On suppose maintenant que les An sont mutuellement indépendants et que la série de terme
général P (An) diverge. En étudiant P(A), et en remarquant que 1 − x 6 e−x , déterminer
P(A).
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Correction

On remarque que

P(A) = P

(
+∞⋃
k=0

(
+∞⋂
n=k

An

))
.

Or,

P

(
+∞⋃
k=0

(
+∞⋂
n=k

An

))
= lim

k→+∞
P

(
+∞⋂
n=k

An

)
.

Finalement, pour N > k ,

0 6 P

(
K⋂
n=k

An

)
=

K∏
n=k

P(An)

=

K∏
n=k

(1− P(An))

6
K∏
n=k

e−P(An)

6 e−
∑K

n=k P(An)

Or, par divergence de la série de terme général P(An),
K∑
n=k

P(An) −→
K→+∞

+∞, donc

P

(
K⋂
n=k

An

)
−→

K→+∞
0.

Donc P

(
+∞⋂
n=k

An

)
= 0 donc P(A) = 0.

Finalement, P(A) = 1.

4. Application. On considère une suite de variables aléatoires (Xn)n∈N∗ iid vérifiant P(X1 = 1) =

p et P(X1 = −1) = 1− p. On note Sn =

n∑
i=1

Xi . Déterminer P(Sn = 0) et démontrer que si

p 6=
1

2
, alors Sn est infiniment souvent égale à 0.
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Correction

On pose An = {Sn = 0}. On a clairement P (A2n+1) = 0 et P (A2n) =

(
2n

n

)
pn(1− p)n.

Or, d’après l’équivalent de Stirling, (
2n

n

)
∼

4n√
nπ
.

Donc, si p 6=
1

2
, p(1 − p) <

1

4
donc

∑
P (A2n) converge. D’où le résultat d’après

Borel-Cantelli.

Exercice 5. CCINP 2019 . Soit (Ak)16k6n une famille finie d’événements d’un espace probabilisé
(Ω,T,P). Montrer :

P (A1 ∪ · · · ∪ An) 6 P (A1) + · · ·+ P (An) 6 P (A1 ∩ · · · ∩ An) + n − 1.

Exercice 6. Mines-Télécom 24 . Soit X suivant une loi géométrique de paramètre p ∈]0, 1[. On
considère les évènements A : « X est un entier pair » ; et B : « X est un multiple de 3 » Calculer
P (A) et P (B). Ces deux évènements sont-ils indépendants ?

Correction
On note q = 1− p. On calcule

P(A) =
∑
k>1

P(X = 2k)

=
∑
k>1

pq2k−1

=
p

q

∑
k>1

(q2)k

=
p

q
q2

1

1− q2

=
pq

1− q2

=
pq

(1− q)(1 + q)

=
q

1 + q
.

De même,

P(B) =
∑
k>1

P(X = 3k)

=
∑
k>1

pq3k−1

=
p

q

∑
k>1

(q3)k

=
p

q
q3

1

1− q3 =
pq2

1− q3 .
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Ensuite,

P(A ∩ B) = P(« X est multiple de 6 »)

=
∑
k>1

P(X = 6k)

=
∑
k>1

pq6k−1

=
p

q

∑
k>1

(q6)k

=
p

q
q6

1

1− q6 =
pq5

1− q6 .

Or,

P(A)P(B) =
pq3

(1 + q)(1− q3) .

On a donc l’équivalence

P(A ∩ B) = P(A)P(B)⇔
pq5

1− q6 =
pq3

(1 + q)(1− q3)

⇔
q2

(1− q3)(1 + q3)
=

1

(1 + q)(1− q3)

⇔
q2

1 + q3
=

1

1 + q

⇔ q2 =
1 + q3

1 + q
= 1− q + q2

⇔ 0 = 1− q,

ce qui est faux car p ∈]0, 1[. Donc on n’a pas d’indépendance de ces deux événements.

Exercice 7. Mines-Télécom 24 . Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans

N telles que : ∀k ∈ N, P (X = k) = P (Y = k) =
1 + ak

4k!
.

1. Déterminer la valeur de a.

Correction
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On sait que l’on doit avoir
∑
k∈N
P(X = k) = 1. Or,

∑
k∈N
P(X = k) =

+∞∑
k=0

1 + ak

4k!

=
1

4

+∞∑
k=0

1

k!
+

1

4

+∞∑
k=0

ak

k!

=
e + ea

4
.

Donc
e + ea

4
= 1, i.e. ea = 4− e, donc a = ln(4− e) .

2. Déterminer l’espérance de X.

Correction

On calcule

E(X) =
∑
k>0

kP(X = k)

=
∑
k>1

k
1 + ak

4k!

=
1

4

∑
k>1

1

(k − 1)!
+ a

∑
k>1

ak−1

(k − 1)!

=
e + aea

4
.

3. Déterminer la loi de X + Y .

Correction

La variable X + Y est à valeurs dans N. Soit n dans N. Comme {(X = k)}k∈N est un

Page 9 sur 26



PSI Pasteur 2024-2025
Probabilités (1)

N. Laillet
nlaillet.math@gmail.com

système complet d’événements,

P(X + Y = n) =

+∞∑
k=0

P(X = k,X + Y = n)

=

n∑
k=0

P(X = k, Y = n − k) car Y est à valeurs dans N

=

n∑
k=0

P(X = k)P(Y = n − k) par indépendance

=

n∑
k=0

1 + ak

4k!

1 + an−k

4(n − k)!

=
1

16

n∑
k=0

1 + ak + an−k + an

k!(n − k)!

=
1

16n!

n∑
k=0

(
n

k

)
(1 + ak + an−k + an)

=
1 + an

16n!

n∑
k=0

(
n

k

)
+

1

16n!

n∑
k=0

(
n

k

)
ak +

1

16n!

n∑
k=0

(
n

k

)
an−k

=
(1 + an)2n

16n!
+

2

16n!
(1 + a)n

Exercice 8. Mines-Télécom 24 . On suppose que X et Y sont des variables aléatoires à valeurs dans

N telles que : ∀(i , k) ∈ N2, P (X = i , Y = k) = a
i + k

2i+k
.

1. Déterminer la valeur de a.

Correction

Le réel a est tel que
∑
(i ,k)∈N2

P(X = i , Y = k) = 1. On calcule alors, en sachant que, comme

on somme des quantités positives, on peut sommer dans l’ordre que l’on souhaite.

+∞∑
i=0

+∞∑
k=0

a
i + k

2i+k
= a

+∞∑
i=0

+∞∑
k=0

i + k

2i+k

= a

+∞∑
i=0

+∞∑
k=0

i

2i+k
+ a

+∞∑
i=0

+∞∑
k=0

k

2i+k
.

Comme on peut intervertir les sommes, on remarque que i et k jouent des rôles symé-
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triques. On va juste calculer la première somme :

+∞∑
i=0

+∞∑
k=0

i

2i+k
=

+∞∑
i=0

i
1

2i
1

1− 12

=

+∞∑
i=0

i
1

2i−1

=
1(

1− 12
)2 = 4.

Ainsi,
+∞∑
i=0

+∞∑
k=0

a
i + k

2i+k
= 8a.

Il faut donc prendre a =
1

8
pour que cette somme soit égale à 1.

2. X et Y sont-elles indépendantes ?

Correction

On va déterminer la loi de X. Soit i ∈ N. Alors, {(Y = k), k ∈ N} étant un système
complet d’événements,

P(X = i) = a

+∞∑
k=0

P(X = i , Y = k)

= a

+∞∑
k=0

i + k

2i+k

= ai

+∞∑
k=0

1

2i+k
+

+∞∑
k=0

k

2i+k

= ai
1

2i
1

1− 12
+

1

2i+1

+∞∑
k=0

k

2k−1

= ai
1

2i
1

1− 12
+

1

2i+1
1(

1− 12
)2

= ai
1

2i−1
+

1

2i−1

= a
i + 1

2i−1
=

1

8

i + 1

2i−1
=

i + 1

2i+2

Par symétrie des variables i et k , Y suit la même loi que i . Ainsi, P(X = 0) 6= 0,
P(Y = 0) 6= 0 mais P(X = 0, Y = 0) = 0, donc X et Y ne sont pas indépendantes.

3. Calculer P (X = Y ).
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Correction

Comme {(Y = k), k ∈ N} est un système complet d’événements, on sait que

P(X = Y ) =

+∞∑
k=0

P(X = Y, Y = k)

=

+∞∑
k=0

P(X = k, Y = k)

=
1

8

+∞∑
k=0

k + k

2k+k

=
1

8

+∞∑
k=0

2k

4k

=
1

8

+∞∑
k=0

2
k

4× 4k−1

=
1

16

+∞∑
k=0

k

4k−1

=
1

16

1(
1− 14

)2 =
1

9

Exercice 9. Mines-Télécom 24 . Soit X1, . . . , Xn des variables aléatoires indépendantes suivant la
loi géométrique de paramètre p.

1. Calculer P (Xi > k) et P (Xi 6 k).

Correction

Soit k ∈ N∗. Alors

P(Xi > k) =
∑
j>k

P(Xi = j)

=
∑
j>k+1

pqj−1

= pqk
1

1− q = qk .

Ainsi, P(Xi 6 k) = 1− P(Xi > k) = 1− qk .

2. Soit Y = min (X1, . . . , Xn).

(a) Calculer P (Y > k) puis P (Y 6 k) et P (Y = k).
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Correction

Soit k ∈ N∗. Alors

P(Y > k) = P(min(X1, . . . , Xn) > k)

= P(X1 > k et X2 > k et . . . et Xn > k)

=

n∏
i=1

P(Xi > k) par indépendance.

=

n∏
i=1

qk = qnk

Ainsi, P(Y 6 k) = 1 − qnk et P(Y = k) = P(Y > k − 1) − P(Y > k) = qn(k−1) −
qnk = qn(k−1)(1− qn).

(b) Montrer que Y a une espérance finie, que l’on calculera.

Correction

On sait que pour X à valeurs dans [0,+∞] (fermé !), alors

E(X) =
∑
k>1

P(X > 1).

Donc, ici,

E(Y ) =
∑
k>1

P(Y > k)

=
∑
k>0

P(Y > k)

=
∑
k>0

qnk

=
1

1− qn < +∞,

donc Y admet une espérance finie, égale à
1

1− qn .

Exercice 10. CCINP 2023 . Soit une urne avec 3 jetons numérotés. On tire avec remise des jetons
de l’urne. On note Y la variable aléatoire qui compte le nombre de tirages nécessaire pour obtenir
2 jetons différents pour la première fois. On note Z la variable aléatoire qui compte le nombre de
tirages nécessaires pour obtenir les 3 jetons pour la première fois.

1. Donner la loi de Y .

Correction

On suppose les deux jetons numérotés 1, 2 et 3. On note, pour k dans N∗, Xk la variable
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uniforme sur {1, 2, 3} correspondant au chiffre du k-ième tirage. Alors, pour n > 2,

{Y = n} = (X1 = 1, X2 = 1, . . . , Xn−1 = 1, Xn 6= 1)t(X1 = 2, X2 = 2, . . . , Xn−1 = 2, Xn 6= 2)t(X1 = 3, X2 = 3, . . . , Xn−1 = 3, Xn 6= 3)

Donc Y est à valeurs dans N \ {0, 1} et, pour n > 1,

P(Y = n) = 3×
1

3n−1
×

2

3
=

2

3
×

1

3n−2
.

2. Reconnaitre la loi de Y − 1. En déduire la variance et l’espérance de Y .

Correction

On remarque que Y − 1 ∼ G (2/3) : en effet, Y est à valeurs dans N∗

P(Y − 1 = n) = P(Y = n + 1) =
2

3
×

1

3n−1
.

Donc E(Y − 1) =
1

2/3
=

3

2
, donc E(Y ) =

5

2
, et V(Y − 1) =

q

p2
=

1/3

(2/3)2
=

3

4
donc

V(Y ) =
3

4
.

3. Déterminer la loi de (Y, Z).

Correction

Déjà, (Y, Z) sont à valeurs dans N. Soit (k, n) ∈ N2 :
• si k 6 1 ou n 6 2 ou n 6 k , P(Y, Z) = 0 (situations impossibles)

• sinon, si 2 6 k < n, alors

PY=k(Z = n) =

(
2

3

)n−k−1
1

3

(obtenir le troisième chiffre à l’instant n en sachant qu’on en a déjà obtenu 2 à
l’instant k , c’est faire n− k − 1 tirages des deux chiffres déjà tirés (2/3)n−k−1 puis
de tirer le troisième chiffre (1/3)) Ainsi

P(Y = k, Z = n) = P(Y = k)PY=k(Z = n)

=
1

2n−1

(
2

3

)n−k−1
1

3

=
1

3n

(
2

3

)−k
=

1

3n

(
3

2

)k
.
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4. Donner enfin la loi de Z.

Correction

On en déduit la loi de Z car {(Y = k), k ∈ N \ {0, 1}} est un système complet d’événe-
ments :

P(Z = n) =

+∞∑
k=2

P(Y = k, Z = n)

=

n−1∑
k=2

P(Y = k, Z = n)

=

n−1∑
k=2

1

3n

(
3

2

)k

=
1

3n

(
3

2

)2 1−
(
3
2

)n−k
1− 32

=
2

3n

((
3

2

)n−k+2
−
(

3

2

)2)

Exercice 11. Mines-Télécom 24 . Soit X et Y des variables aléatoires indépendantes suivant des lois
de Poisson de paramètres respectifs λ et µ.

1. Montrer que Z = X + Y suit une loi de Poisson de paramètre λ+ µ.

Correction

Déjà, Z est bien à valeurs dans N. Ensuite, si k ∈ N, comme {(Y = i), i ∈ N} est un
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système complet d’événements,

P(Z = k) =

+∞∑
i=0

P(Z = k, Y = i)

=

+∞∑
i=0

P(X = k − i , Y = i)

=

k∑
i=0

P(X = k − i , Y = i) car X est à valeurs dans N

=

k∑
i=0

P(X = k − i)P(Y = i) par indépendance

=

k∑
i=0

e−λ
λk−i

(k − i)!
e−µ

µi

i !

= e−(λ+µ
1

k!

k∑
i=0

(
k

i

)
λk−iµi

= e−(λ+µ
1

k!
(λ+ µ)k ,

donc Z ∼ P(λ+ µ).

2. Calculer PZ=n(X = k) pour (k, n) ∈ N2.

Correction

Soient n dans N et k dans N. Alors

PZ=n(X = k) =
P(Z = n,X = k)

P(Z = n)
=
P(Y = n − k,X = k)

P(Z = n)
.

Déjà, si k > n, cette probabilité est nulle. Ensuite, si k 6 n, alors

PZ=n(X = k) =
P(Y = n − k)P(X = k)

P(Z = n)

=
e−µ µn−k

(n−k)!e
−λ λk

k!

e−(λ+µ) (λ+µ)
n

n!

=

(
n

k

)(
λ

λ+ µ

)k (
1−

λ

λ+ µ

)n−k

3. Reconnaître alors la loi conditionnelle de X sachant (Z = n).
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Correction

Donc la loi de X conditionnée à Z = n est une loi B

(
n,

λ

λ+ µ

)
.

Exercice 12. CCINP 23 . Soit Y = 1 +X2 où X suit une loi de Poisson de paramètre λ.

1. Calculer E(Y ).

Correction

Par la formule de transfert,

E(Y ) =
∑
k>0

(1 + k2)P(X = k)

= 1 + e−λ
∑
k>0

k2
λk

k!

= 1 + e−λ
∑
k>1

k
λk

(k − 1)!

= 1 + e−λ
∑
`>0

(1 + `)
λ`+1

`!

= 1 + e−λ
∑
`>0

λ`+1

`!
+ e−λ

∑
`>0

`
λ`+1

`!

= 1 + e−λλ
∑
`>0

λ`

`!
+ e−λ

∑
`>1

λ`+1

(`− 1)!

= 1 + e−λλeλ + e−λλ2
∑
`>1

λ`−1

(`− 1)!

= 1 + λ+ λ2.

2. Calculer P (2X < Y ).

Correction

On remarque qu’on a, pour ω ∈ Ω, les équivalences 2X(ω) < Y (ω) ⇔ 2X(ω) < 1 +

X(ω)2 ⇔ (1−X(ω))2 > 0 Donc

P(2X < Y ) = 1− P(X = 1) = 1− λeλ.
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Exercice 13. Mines-Ponts 24 . Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant
la loi géométrique de paramètre p ∈]0, 1[. On note q = 1− p et pour n, k ∈ N avec n > 2 et k > 1,
on pose : An = (X1 < · · · < Xn) , un = P (An) , Bn,k = (X1 = k,X1 < · · · < Xn) , vn,k = P (Bn,k).

Enfin pour n ∈ N∗, on pose : πn =

n∏
j=1

(
1− qj

)
.

1. Calculer P (X1 = X2) et P (X1 < X2).

Correction

Comme {(X1 = n), n ∈ N} est un système complet d’événements,

P(X1 = X2) =
∑
n>1

P(X1 = X2, X1 = n)

=
∑
n>1

P(X2 = n,X1 = n)

=
∑
n>1

P(X1 = n)P(X2 = n) par indépendance

=
∑
n>1

p2q2n−2

= p2
∑
n>1

(q2)n−1

= p2
1

1− q2 .

Ensuite, en utilisant la formule des probabilités totales,

P(X1 < X2) =
∑
n>1

P(X1 < X2, X1 = n)

=
∑
n>1

P(X2 > n,X1 = n)

=
∑
n>1

P(X1 = n)P(X2 > n) par indépendance

=
∑
n>1

pqn−1qn

= pq
∑
n>1

(q2)n−1

=
pq

1− q2 .

2. Pour n > 3 et k ∈ N∗, montrer que : vn,k = pqk−1
+∞∑
j=k+1

vn−1,j .
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Correction

On fixe n > 3 et k ∈ N∗. Alors, comme {(X2 = j), j ∈ N∗} est un système complet
d’événements,

vn,k = P (X1 = k,X1 < · · · < Xn)

=

+∞∑
j=1

P(X1 = k,X1 < · · · < Xn, X2 = j)

=

+∞∑
j=k+1

P(X1 = k,X2 < X3 < · · · < Xn, X2 = j)

=

+∞∑
j=k+1

P(X1 = k)P(X2 < X3 < · · · < Xn, X2 = j)

=

+∞∑
j=k+1

pqk−1P(X2 < X3 < · · · < Xn, X2 = j).

Or, par indépendance et caractère identiquement distribué des (Xi),

P(X2 < X3 < · · · < Xn, X2 = j) = P(X1 < X2 < · · · < Xn−1, X1 = j) = vn−1,j .

Donc

vn,k = pqk−1
+∞∑
j=k+1

vn−1,j .

3. En déduire que, pour n > 2 et k ∈ N∗, vn,k =
1

πn−1

(
pqk−1

)n
qαn où αn est un entier à

préciser

Correction

Là, c’est intéressant, on va procéder par analyse-synthèse ! Si on écrit que vn,k =
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1

πn−1

(
pqk−1

)n
qαn . Alors on remarque que

pqk−1
+∞∑
j=k+1

vn−1,j = pqk−1
+∞∑
j=k+1

1

πn−2

(
pqj−1

)n−1
qαn−1

= pqk−1
1

πn−2
pn−1qαn−1

+∞∑
j=k+1

(
qn−1

)j−1
= pqk−1

1

πn−2
pn−1qαn−1(qn−1)k

1

1− qn−1

= pnqk−1+kn−kqαn−1
1

πn−1

= pnqkn−1qαn−1
1

πn−1

= pnq(k−1)n+n−1qαn−1
1

πn−1

= pn(qk−1)nqαn−1+n−1
1

πn−1

Ici, on voit que l’on a αn = αn−1+n−1. Donc αn = C+
n(n − 1)

2
, où C est à déterminer.

Or,

v2,k = P(X1 = k,X2 > X1)

= P(X1 = k)P(X2 > k)

= pqk−1qk

= pq2k−1

= (pqk−1)2
1

p
q = (pqk−1)2q1

1

π1
,

donc α2 = 1. Ainsi, αn =
n(n − 1)

2
. On démontre le résultat par récurrence sur n ensuite.

4. Établir enfin que, pour n > 2, un =
1

πn
pβnqγn où βn et γn sont des entiers que l’on préci-

sera.

Correction
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On conclut en disant que, par la formule des probabilités totales,

un = P(X1 < · · · < Xn)

=

+∞∑
k=1

P(X1 = k,X1 < X2 < · · · < Xn)

=

+∞∑
k=1

1

πn−1

(
pqk−1

)n
qαn =

1

πn−1
pnqαn

+∞∑
k=1

(qn)k−1

=
1

πn−1
pnqαn

1

1− qn

=
1

πn
pnqαn ,

d’où le résultat en posant βn = n et γn = αn =
n(n − 1)

2
.

5. (question qui n’était pas dans la planche, en mode Centrale Maths II) Vérifier le résultat avec
python.

Correction

On propose

1 impor t numpy as np
2 impor t numpy . random as rd
3
4 de f A(n , p ) :
5 i = 1
6 x = rd . geomet r i c ( p )
7 y = rd . geomet r i c ( p )
8 wh i l e i <n and x<y :
9 x , y = y , rd . geomet r i c ( p )

10 i +=1
11 r e t u r n i ==n
12
13 de f p i ( p , n ) :
14 q = 1−p
15 r e s = 1
16 f o r i i n range (1 , n +1) :
17 r e s ∗= (1−q∗∗ i )
18 r e t u r n r e s
19
20 de f e s t im (n , p ,N) :
21 q = 1−p
22 r e s = 0
23 f o r _ i n range (N) :
24 r e s+=A(n , p )
25 r e t u r n r e s /N, ( 1 / p i ( p , n ) )∗ ( p∗∗n )∗ ( q∗∗( n∗(n−1)/2))

Et on trouve
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26 >>> es t im (2 , 0 . 3 , 100000 )
27 (0 . 41274 , 0 .41176470588235287)
28
29 >>> es t im (3 , 0 . 3 , 100000 )
30 ( 0 . 0934 , 0 .09213000268600584)
31
32 >>> es t im (5 , 0 . 4 , 100000 )
33 (0 . 00041 , 0 .0003843205394579759)

Ce sont des résultats cohérents !

Exercice 14. Centrale 24 . Une candidate doit se rendre sur un lieu de convocation. Elle dispose pour
cela de 2 chemins : le chemin A et le chemin B. Elle prend le chemin A avec une probabilité p ∈]0, 1[.
Soit T la variable aléatoire égale au temps de trajet de la candidate, en minutes. Le temps de trajet
du chemin A (respectivement B) suit une loi de Poisson de paramètre a > 0 (respectivement b > 0).

1. (a) [Py] Écrire une fonction prenant comme argument p, a et b et renvoyant la valeur de
T .

Correction

On propose

34 impor t numpy . random as rd
35
36 de f T(p , a , b ) :
37 x = rd . random ( )
38 i f x<p :
39 r e t u r n rd . p o i s s o n ( a )
40 e l s e :
41 r e t u r n rd . p o i s s o n ( b )

(b) [Py] On prend a = 5 et b = 10. Donner les valeurs moyennes de T avec N = 500

simulations pour p ∈
{

1

4
,

1

2
,

3

4

}
.

Correction

On propose

42 de f moyenne (p , a , b ,N) :
43 r e s = 0
44 f o r _ i n range (N) :
45 r e s += T(p , a , b )
46 r e t u r n r e s /N

On obtient

47 >>> moyenne (0 . 25 , 5 , 10 , 10000 )
48 8 .7552
49
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50 >>> moyenne (0 . 5 , 5 , 10 , 10000 )
51 7 .4901
52
53 >>> moyenne (0 . 75 , 5 , 10 , 10000 )
54 6 .2476

(c) [Py] Proposer une fonction calculant une approximation de E(T ), justifiée par un résultat
précis du cours.

Correction

Il suffit d’utiliser la fonction de la question précédente car, d’après la loi faible

des grands nombres, si (Xn)n∈N est une suite de vaiid, alors
1

n

n∑
i=1

Xi converge en

probabilité vers E(X1).

2. Déterminer la loi de T en fonction de p, a et b, puis calculer E(T ) et V (T ) si elles existent.

Correction

Notons X la variable de Bernoulli de paramètre p valant 0 si la candidate prend le chemin
a et 1 si elle prend le chemin b. La variable T est à valeurs dans N et, pour n ∈ N, par
la formule des probabilités totales,

P(T = n) = PX=0(T = n)P(X = a) + PX=1(T = n)P(X = b)

= e−a
an

n!
p + e−b

bn

n!
(1− p).

On voit alors facilement que la série de terme général nP(T = n) converge et que

E(T ) =

+∞∑
n=0

nP(T = n)

=

+∞∑
n=0

n

(
e−a

an

n!
p + e−b

bn

n!
(1− p)

)

= pe−a
+∞∑
n=0

n
an

n!
+ e−b(1− p)

+∞∑
n=1

n
bn

n!

= pe−a
+∞∑
n=1

an

(n − 1)!
+ e−b(1− p)

+∞∑
n=1

bn

(n − 1)!

= pae−a
+∞∑
n=1

an−1

(n − 1)!
+ e−b(1− p)b

+∞∑
n=1

bn−1

(n − 1)!

= pa + (1− p)b

Ce résultat est cohérent avec les tests python. J’ai changé le programme en
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55 de f moyenne (p , a , b ,N) :
56 r e s = 0
57 f o r _ i n range (N) :
58 r e s += T(p , a , b )
59 r e t u r n r e s /N, p∗a+(1−p )∗b

On trouve alors

60 >>> moyenne (0 . 25 , 5 , 10 , 100000)
61 ( 8 . 7556 , 8 . 75 )
62
63 >>> moyenne (0 . 5 , 5 , 10 , 100000 )
64 (7 . 51172 , 7 . 5 )
65
66 >>> moyenne (0 . 75 , 5 , 10 , 100000)
67 (6 . 24631 , 6 . 25 )

Ces résultats sont cohérents. En fait, on a montré que E(T ) = pE(Y ) + (1− p)E(Z),
où Y ∼P(a) et Z ∼P(b).
Ensuite, on sait que V(T ), si elle existe, vaut E(T 2)− E(T ). Or, si elle existe,

E(T 2) =

+∞∑
n=0

n2P(T = n)

= pe−a
+∞∑
n=0

n2
an

n!
+ e−b(1− p)

+∞∑
n=1

n2
bn

n!

= pE(Y 2) + (1− p)E(Z2),

où Y ∼P(a) et Z ∼P(b). Ainsi, on obtient

V(T ) = pV(Y ) + (1− p)V(Z) = pa + (1− p)b.

3. Déterminer N de sorte que, dans 95% des cas, on observe un écart maximum de 30 secondes
entre la valeur moyenne de N simulations et l’espérance de T .

Correction

Là, il s’agit de mettre en œuvre la loi des grands nombres. On note (Xn)n∈N une suite
de vaiid telles que X1 ∼ T . On sait que, pour ε > 0 et N ∈ N∗,

P

(∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

Xi − E(T )

∣∣∣∣∣ > ε
)
6
V(T )

Nε2
.
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Ainsi,

P

(∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

Xi − E(T )

∣∣∣∣∣ 6 30

60

)
= 1− P

(∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

Xi − E(T )

∣∣∣∣∣ 6 1

2

)

> 1−
V(T )

N 14
= 1−

4V(T )

N
.

Il suffit donc d’avoir 1−
4V(T )

N
>

95

100
, i.e.

4V(T )

N
6

5

100
, ou encore N > 80V(T ) .

Exercice 15. Mines 24 . Soient r ∈ N, r > 4, (Xn)n>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires suivant
la loi uniforme sur J1, rK. On note An l’événement : on retrouve n fois chaque entier de J1, rK dans
le nr uplet (X1, . . . , Xnr ).

1. Calculer P (An).

Correction

Voilà pourquoi j’ai mis cet exercice, pour faire du dénombrement ! On remarque que
(X1, . . . , Xnr ) suit une loi uniforme sur J1, rKnr , ensemble de cardinal rnr .
Or, choisir un nr -uplet avec n fois chaque entier dans J1, rK, c’est

• choisir la position des 1 :
(
nr

n

)
choix,

• choisir la position des 2 :
(
n(r − 1)

n

)
choix,

• . . .

D’où le nombre de choix possibles égal à

r−1∏
i=0

(
n(r − i)

n

)
=

r−1∏
i=0

(n(r − i))!

n!((r − i − 1)n)!

=

r−1∏
i=0

(n(r − i))!

(n(r − i − 1))!

=
1

(n!)r
(nr)!

0!
=

(nr)!

(n!)r

Donc

P(An) =
(nr)!

(n!)r rnr

2. Déterminer la probabilité qu’une infinité de An se réalisent.

Correction

L’événement « une infinité de An se réalisent » est l’événement

∀N ∈ N, ∃n > N, An se réalise,
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c’est-à-dire ⋂
N∈N

⋃
n>N

An.

Par continuité décroissante, la probabilité de cet événement est

lim
N→+∞

P

(⋃
n>N

An

)
.

Or, à N fixé,

P

(⋃
n>N

An

)
6
∑
n>N

P(An).

Étudions alors la série de terme général (An). On remarque que

P(An) =
1

(n!)r
(nr)!

rnr

∼
n→+∞

1

(2πn)
r
2

( e

n

)nr √
2πnr

(nr
e

)nr 1

rnr

∼
n→+∞

√
r

(2πn)
r−1
2

Or, r > 4 donc
r − 1

2
> 1. Donc la série de terme général P(An) converge, donc∑

n>N

P(An) −→
N→+∞

0. Donc P

(⋃
n>N

An

)
−→
N→+∞

0, donc la probabilité de l’événement

recherché est nulle.
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