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TD 15
Calcul différentiel

1 Deérivation de fonctions a valeurs vectorielles

Exercice 1. Mines 23. On munit R® de sa structure euclidienne canonique. Soient A € Asz(R) et
Xo une solution du systéme différentiel X'(t) = A(t)X(t). Montrer que Q = {Xo(t), t € R} est
inclus dans une sphére de centre 0 de R®.

Correction

Si I'on écrit bien les choses, cet exercice n'est pas trés compliqué... Ce que I'on cherche a faire,
c’est montrer que la fonction ¢ : t — ||Xo(t)||* est constante. Or, @ est bien dérivable, et
comme (t) = (Xo(t), Xo(t)), on sait, par la régle de dérivation de B(f, g) ou f et g sont
dérivables et B est bilinéaire, que

©'(t) = 2(Xp(t), Xo(2))
= 2 (AXo(t), Xo(1))
= 2Xo(t) " AT Xo(t)
= —2Xo(t) T AXo(t)
= —2(Xo(t), AXo(t))
= —2(AXo(t), Xo(t))
= —¢'(1),

donc ¢'(t) = 0 pour tout t réel, donc ¢ est constante sur R, ce qui signifie que || Xo(t)||* est
constante sur R, donc 2 est bien inclus dans une sphére de centre 0 et de rayon || Xo(0)]].

Exercice 2. Centrale 22. Considérons une fonction F : t — (x(t), y(t)) de classe C*, 2m-périodique,
telle que sa restriction a [0, 27| soit injective et telle que F’ ne s’annule pas. Notons C le support
de F.

1. Montrer que C est inclus dans un disque centré sur |'origine et de rayon R > 0.

Correction

La fonction x est continue sur le segment [0, 27], donc elle est bornée sur [0, 27].
Comme x est 2m-périodique, elle est bornée sur R, par & > 0. De méme, y est bornée
sur R par, disons, 8 > 0. Ainsi, pour tout t dans R, ||F(t)|| < v/a?+ (2. En notant R
cette quantité, on a le résultat.

2. Montrer qu'il existe P,Q € C tels que ||@|| = sup{||/@||; (A, B) € C?}. Montrer que les
tangentes a C en P et Q sont orthogonales a la droite (PQ).

Correction

On considére I'application

| R*->R
Yl ey e IR = F)|

Alors @ est continue. Donc sur le fermé borné [0, 27r]2, @ est bornée et atteint ses bornes.
Elle est maximale en un point (tp, t1). Alors en notant P = F(ty) et Q = F(t1), on en
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déduit que
IPQIl = max {||F(t) — F(t)|l. t € [O,27r]2} =max {||F(t') — F(t)||.t € R2} ,
par 27 périodicité de F. On considére désormais |'application
gt |F(E) - Pl
On vient de démontrer que ¢ admettait son maximum en t;, donc ¢'(t;) = 0. Mais
¢'(t) =2(F'(t), F(t) = P).

Donc

¢(11) = 2(F (). F(to) - P) =2 (F'(21). PGQ).

ce qui signifie que @ est orthogonal au vecteur F’(t1), qui est un vecteur directeur de
la tangente a C en Q! On fait de méme pour P.

Exercice 3. Mines 19. Soient n € N* et M : R — M,,(R) une application dérivable sur R.

1. Démontrer que I'application f : R — M,(R) définie par f(x) = M(x)TM(x) est dérivable
sur R et donner I'expression de f'(x).

Correction

L'application (A, B) — AT B est bilinéaire, donc f est dérivable et

f'(x) = M'(x) " M(x) + M(x) " M'(x).

2. Soient A : R — A,(R) continue et M : R — M, (R) de classe C' solution de I'équation
différentielle M'(x) = A(x)M(x). On suppose que M(0) € SO,(R). Démontrer que, pour
tout x € R, M(x) € SO,(R).

4‘ Correction

En posant la fonction f de la question précédente, on sait que f est dérivable et que pour
tout x dans R,

f'(x) = M'(x) " M(x) + M(x) " M'(x)
= (ACIM(x)) T M(x) + M(x) T A(x)M(x)
= M(x)"A(x) " M(x) + M(x) T A(x)M(x)

= —M(x)TA(x)M(x) + M(x)TA(x)M(x)
— On,

donc f est constante, égale a f(0) = I,, donc pour tout x dans R, f(x) = I,, i.e.
M(x)TM(x) =1,, i.e. M € On(R).

Mais alors g : x — det(M(x)) est une fonction continue, a valeurs dans {—1, 1}. Donc ¢
est constante (car si g prenait les valeurs 1 et —1, étant continue, par le TVI elle prendrait
la valeur 0, absurde!). Donc pour tout x dans R, g(x) = g(0) = det(M(0)) = 1, donc
pour tout x dans R, M(x) € SO,(R).
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2 Fonctions de plusieurs variables : EDP et régle de la chaine

Exercice 4. Mines 22. On note £ = ¢* (R?,R) et F = ¢° (R? R). Soit a et b deux réels. On
note :

E—F E—F
: et Y .
v fr—>8ffaf v f>—>g—bf
ox oy

X

1. On pose : f(x,y) = eax/ A(t,y)e " dt avec A € E. Justifier I'existence des dérivées
0
partielles de f et les calculer.
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4‘ Correction

Fixons y € R. Alors t + A(t,y)e " est une fonction continue, donc x
X

A(t,y)e ?'dt en est une primitive. Donc x + f(x,y) est dérivable, ce qui signi-
0
fie que f admet bien une dérivée partielle par rapport a x et

of

—(x,y) = aeax/ A(t,y)e tdt + e™A(x, y)e ™
Ox 0

X
= aeax/ A(t,y)e dt + A(x,y)
0

Fixons maintenant x € R. On note g(y, t) = A(t, y)e ?". Alors
e pour tout y, t — g(y, t) est continue et intégrable sur [0, x],

8A(t.y)e‘at,

. o9
tout t, y — , t) est dérivable et —(y,t) = —
e pour tou y = g(y, t) est dérivable e 8y(y ) By

0] .
e pour tout y, t— a—i(y, t) est continue sur [0, x],

_ . 0A .
e Soient a < 3 deux réels. A étant €, la fonction (t,y) — a—y(t,y) est continue

sur le fermé borné en dimension finie [0, x] x [a, 3], donc on dispose de M > 0
tel que pour tout t dans [0, x], pour tout y dans [a, 5],

A
- <
3y (t,y)‘ < M.

Supposons x > 0. Si t dans [0, x] et y dans [a, 8], que

X
90y, )] = / Mdt = Mx,
0

indépendante de y. Si x < 0,

0
90y )] = / Me=dt = Mix|e~".
X

aussi indépendant de y.
Dans les deux cas, par le théoréme de dérivation des intégrales a paramétre, on en déduit
X

que y A(t,y)e 2 dt est dérivable sur [a, 3], quels que soient o et 3, donc sur

0
tout R, donc f admet une dérivée partielle selon y et

of < DA
—(x,y) =e* ——(t, y)e % dt.
S0 =e [ ey

2. Soit
U={f €E, 3acC (R R)V(x y)eR f(x,y)=aly)e™}

vV ={feE, IBeC(RR)V(xy)€R?f(x,y)=pB(x)e”}
Montrer que ker(p) = U et ker(¢) = V.

Les roles de x et y (de a et de b) étant symétriques, on ne s'attarde que sur U.

e soit £ € U. Alors on dispose de a € (R, R) tel que f(x,y) = a(y)e®. Alors f
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est bien € et
or
a(x,y)—af:af—af:O.

donc f € ker(¢y).

e soit f € ker(¢yp). Alors
of
3 X Y) = af(x.y).

Fixons y € R et notons g : x — f(x,y). Alors ¢'(x) = ag(x), donc on dispose de
a(y) € R telle que g(x) = a(y)e®. Donc on dispose de a : R — R telle que

V(x,y) €R?, f(x,y)=a(y)e”

De plus, a(y) = f(x, y)e™, donc a est bien €*.
Donc U = ker(p). On fait de méme pour V.

3. Si A € E, déterminer I'ensemble des solutions de I'équation ¢(f) = Ad'inconnue f € E.

Correction

Soit A € E. Par la question 1, on a vu qu'en posant

fo(x,y) = eax/ A(t,y)e 2t dt,
0

alors py
a0 V) —ah(x.y) = Ax.y),

donc fy est solution particuliére de I'équation ¢(f) = A. On en déduit que I'ensemble des
solutions de I'équation est

{fo+f, feEker(p)} = {(X,y) — e /OX A(t,y)e ?t dt + a(y)e™, a € %%R,R)} .

Exercice 5. CCINP 23. Soient F = {(x,y) € R? [ x+y= 0} et f: R? — R telle que f(x,y) =
2,2

X+ysi(x,y) ¢ F et f(x,y)=0si(x,y)eF.

of of
1. Montrer que f est de classe ¢! sur R?\F et que x— + y—— = 3f.

Ax dy

Soit y fixé. Alors x — f(x, y) est dérivable sur R\ {—y} et

of 2xy?(x +y) — x?y?
A va) = D
Ox (x+vy)
2x%y? 4+ 2xy3 — x%y
(x+y)?
x2y? + 2xy3
(x +y)?

2
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fonction continue sur R\ F. De méme, f admet une dérivée partielle selon y et

of X2y? 4+ 2yx3
—x )=
dy (x+y)

fonction continue sur R\ F. Donc f est bien €* sur R?\ F. De plus,

Xg—‘r g B X3y2+2x2y3 X2y3+2y2x3
ox Yoy T T (x+yp (x+y)
_ X3y2+x2y3
T (x4y)?
X+y
=3x%y? -
Y (x+y)?

=3f(x,y).

2. Montrer que f admet des dérivées partielles en (0, 0) et les calculer.

Correction

On considére

p:x— f(x,0)=0,
et ce quelle que soit la valeur de x. Alors ¢ est bien dérivable, notamment en 0, ce qui

signifie que f admet une dérivée partielle premiére en (0, 0) et que

of
—(0,0) =0.
ax( )
Par symétrie des rdles de x et y, on montre aussi que f admet une dérivée partielle selon

y en (0,0) et qu'elle est nulle.

3. La fonction f est-elle continue en (0,0)7?

Correction

s 1 1 1 .
On consideére (x,, yn) = (n' - + n5>" Alors (xn, yn) fand (0,0) mais
S|
f(Xn, yn) = =27 ~ f=n — +oo,
5 n—+o0 e n—+oo

donc f(xy, yn) ne tend pas vers f(0,0), ce qui assure que f n'est pas continue en (0, 0).

Exercice 6. Mines PC 23.
1. Trouver les fonctions f € €*(]1, +00[x]0, +o0[, R) telles que

of of
x(x — 1)8—)( +y(x— 1)@ —x’f=0

Indication. Effectuer le changement de variables x = u et y = uv.
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Analyse. Soit f une solution de I'équation. On définit, pour u €]1, +oo[ et v €]0, +o0],

g(u,v) = f(u, uv).

Alors
fx.y)=g (x, %) :
Ainsi,
ouf(x,y) =019 (X, %) = é@g (x, i—/)
et

Of(x,y) = %629 (X, %) .

On en déduit que

X 1) (6, 9) + ¥ (= D o () = X2 (x,)

By
=x(x —1)d19g (X, %) —x(x — 1)%629 (x, %) + y(x — 1)%629 (X, i—/) + x%g (x, g)
=x(x —1)01g (X, %) - x%g (X, %) .

Ainsi, pour tout x > 1 ety >0,
(x = 1)d1g (x, X) — xg (X, X) =0,
X X

donc, comme I'application (x,y) — (u, v) est une bijection, on en déduit que pour tout
u>0etv>1,
(u—1)019(u,v) —ug(u,v) =0.

On fixe v > 0 et on pose @(u) = g(u, v). Alors ¢ est solution de I'équation différentielle

u
u—1

¢o'(u) - p(u) = 0.

Comme une primitive de

1 .
- 1= 1+ 1 est u+ In(u— 1), on en déduit que I'on

LI_
dispose de C(v) tel que pour tout u > 1,
o(u)=C(v)(u—1)e".

Comme ¢ et u s (u—1)e" sont €*, C I'est aussi.
Donc on en déduit que

y
fix,y)=C (;) (x —1)e~.
Synthése. Soit C une fonction €* sur ]0, +oo[ et

f(x,y)=C (%) (x — 1)e*.

Alors

%(Xvﬂ = -5 C () (k= Dex + € (2] (& + (x— 1)e¥)

= féC’ (%) (x—1)e*+C (%) xe~
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Ensuite,

On en déduit que
or of %

X(x = 1)z (xy) +y(x = 1)@(X.y) —x“f(x.y)

iDL (L)

= =246 1)X2C (x)x—l

y(x— 1)%c’ (%) (x — 1)eX — x2C (%) (x — 1)~
— OY

+C (%) x?(x — 1)

ce qui est bien le résultat attendu!
Conclusion. L'ensemble des solutions de |I'équation est

{(x,y) s C (%) (x —1)e*, Ce %1(}1@1,@)} .

) ) o R =R )
2. Soient ay, ..., an des réels distincts, ; : pour 1 < i < n. Montrer que
X — exp (ajx)

(9i)1<i<n €st libre dans I'espace des fonctions de R’ dans R.

4‘ Correction

Sans perte de généralité, on suppose a; < - -+ < a,. Soient A1, ..., An des réels tels que

pour tout x > 0,
n
Z >\,'ea'X =0.
i=1

Par I'absurde, supposons que (Ag, . . ., M) # (0, ..., 0). Notons k le plus grand entier tel
que Ax #~ 0. Alors la relation de liaison se réécrit

k
Z Ae?* = 0.
i=1

Or, comme A\, # 0 et a, > a; pour tout / < kK,

X—r+00

k
E >\,_ea,>< ~ Akeakx.
i=1

Donc A\ e ~ 0, ce qui signifie que Ax = 0, absurde! Donc (Ag,..., An) =
X—+00

,..., 0), ce qui signifie que la famille est bien libre.

3. Le sous-espace vectoriel des solutions obtenu dans la premiére question est-il de dimension
finie ?

Supposons que le sous-espace vectoriel de la question 1 soit de dimension finie n. Soient
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ai, ..., ant+1 des réels distincts. On note
fii(x,y) — e (x — 1)e~.

Alors par I'argument de la question précédente, la famille (f1, ..., fri1) est libre (il suffit
de faire le méme raisonnement qu'a la question 2, en fixant x). Ceci est absurde car on
aurait une famille libre de n+ 1 éléments dans un sous-espace vectoriel de dimension n.
Donc le sous-espace vectoriel de la question 1 est de dimension infinie.

Exercice 7. Mines PC 23. Soit f : R?> — R de classe C'. On dit que f est homogéne de degré
nsiV(x,y) € RVt > 0, f(tx, ty) = t"f(x,y). Montrer que f est homogéne de degré n si et
of

seulement si x— + y— = nf.
ox y@y

_‘ Correction

e Supposons déja que f est homogéne de degré n. Soit (x, y) € R?. Alors pour tout t > 0,
f(tx, ty) = t"f(x,y). En dérivant cette expression par rapport a t, on obtient

x01f(tx, ty) + youf(tx, ty) = nt"1f(x,y).

En évaluant en t = 1, on obtient
X%(X,y) +y%;(x,y) = nf(x,y).

e Supposons ensuite que

xg+ g—nf
ax Yoy ™

On considére alors
p:te f(tx, ty) — t"f(x,y).

La fonction ¢ est dérivable et pour tout t > 0,

t'(t) = txO1f (tx, ty) + tydof(tx, ty) — nt"f(x, y)
= nf(tx, ty) — nt"f(x,y)
= np(t).

Ainsi, @ est solution, sur ]0, +oo[, de I'équation différentielle
@/(t) - Fe(t) =0,

donc on dispose de C telles que
vt >0, o(t) = Ct".

En évaluant en 1, on obtient que C = 0. Donc ¢ est nulle, ce qui signifie exactement
que f est homogeéne de degré n.

Exercice 8. Mines 24. 1. Soit a € R. A I'aide d'un changement de variables classique, résoudre

f f
I'équation xg—x(x,y) —H/ZT/(X’y) = af(x,y) d'inconnue f € € (R** x R™* R).
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4‘ Correction

Analyse. Soit f une solution. Le seul changement de variables au programme est le
changement de coordonnées polaires. On pose

9(r,8) = f(r cos(8), rsin(6)).

On calcule alors

019(r,0) = cos(0)01f(rcos(8), rsin(8)) + sin(8)0xf (r cos(8), rsin(h)),
Ainsi,
rd1g(ro) = (rcos(0)d,f(rcos(8), rsin(8)) + (rsin(8))df (r cos(8), rsin(6))
= ag(r,)

Ainsi, on dispose de C() telle que

g(r.6) = C(8)e*"") = r=C(8).

Ainsi, on peut écrire
X 2 2\ 2 X > o\ 2
fix,y)=C (Arctan (y)) (XF+y)z =0 (y) (2 +y?)s.

La synthése est pour vous.

f f
2. Résoudre x%(x,y)—&—yg—y(x,y) = \/x2 + y2f(x,y) d'inconnue f € C* (R™* x R** R)

Correction

Exactement le méme raisonnement améne a

ro1g(r@) = (rcos(8)01f(rcos(0), rsin(8)) + (rsin(6))0xf (rcos(8), rsin(0))
=rg(r,0),

donc g(r,8) = C(0)e". Donc

fx.y)=¢ <;) eV

™
Exercice 9. Mines 24. Soit J : x — / cos(xsin(6))do.
0

1. Montrer que J est bien définie et de classe €2 sur R.

Il s’agit d'appliquer un théoréme de dérivation des intégrales a paramétre. On note
f(x,0) = cos(xsin(8)). Alors

e pour tout @ dans [0, 7], x — f(x,0) est de classe €? et

of
&f

(x,0) = —sin(0) sin(xsin(0)), et %f(x, ) = —sin?(8) cos(xsin(6)).
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of . .
e pour tout x dans R, 6 — f(x,0) et 0 — &f(x,e) sont continues et intégrables

sur [0, 7] (car continues sur cet intervalle),

0°f .
e pour tout x dans R, 6 — @f(x, 0) est continue sur [0, 7],
e pour tout x dans R et 0 € [0, 7],
0%f
‘Mf(x'e)’ <1,

qui est continue, intégrable, et indépendante de x.

Donc, d'aprés le théoréme de classe €2 des intégrales a paramétre, J est de classe €2
sur R, et on a

J(x)=- -/07r sin(6) sin(xsin(6))do et J'(x) = — /07r sin?(8) cos(xsin())dé

2. Montrer que J est développable en série entiére et déterminer le rayon de convergence.

:
Correction
On sait que pour tout x dans R et 6 dans [0, 7],
x2Psin(0)?p
cos(xsin(8)) = » (—1)P——————
; (2p)!
x2P sin(6)?p x2P

On fixe alors x € R et on note 0) = (—1)P——=—=—. Alors Oom — 2 _
2n(®) = (-1 sl 2™ = o5

qui est le théoréme général d’une série convergente. Donc la série de fonctions E ©p
converge normalement donc uniformément, donc

x2P

~+00 +o0 w
J(x) :/O thp(G)dO:Z/o wp(é)dezz:(—l)p@/o sin®?(8)d6.

p=0 p=0 p=0

On en déduit donc que J est développable en série entiére, de rayon de convergence
infini.

3. Montrer que xJ"(x) + J'(x) + xJ(x) = 0.

Soit x € R. Alors

J(x) = /O7r —sin(0) sin(xsin(6))do

Dans l'intégrale, on fait une IPP, en intégrant —sin(8) en cos(f) et en dérivant
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sin(xsin(6)) en x cos(6) cos(xsin(6)). Ainsi,
J'(x) = [cos(8) sin(xsin(8)]g — /7r cos(6)x cos(8) cos(xsin(8))dd
0
= —x /7r cos(8)? cos(xsin(6))de
0

= —x/w(l —sin(6)?) cos(x sin())do
0
= —xJ(x) — xJ"(x)

Donc J est solution de I'équation désirée.

4. Soit (x,y) — o(x,y) =J (\/x2 +y2). Montrer que ¢ est de classe €2 sur R?\{(0,0)} et
que Ap + @ = 0.

4‘ Correction

Par composée d'une fonction de classe €2 sur R et d'une fonction de classe €2 sur
R?\ {(0, 0}, ¢ est bien €2 sur R?\{(0,0)}. On calcule alors

( y) = \/7J’(\/X2+y )

et donc

p x?

a%(x'y):<\/ +y \/x2+y2(x2+y2)>f( O 2+ 2J//(”X2+y)
SSRF) + o I )

\/X2+y (x2+y2) x2 4 y?
Ainsi,
2
Ap(x,y) = Y SR+ e (V)
VX2 H 202 + y?)
2
+ . SV + s PSP
VA2 + y2) +
1
= V) L)
VX2 +y
Ainsi,

Ap(x,y) + p(x,y) = %}/2](\/)@ 2) + (VTR + ST D)

B %y (VWP + VPSR + VR I+ 7))

=0.

D’ou le résultat désiré.

Exercice 10. Mines 24. On munit R” de sa structure euclidienne canonique. Soit p : x ~ ||x]|°.
1. Montrer que p € €2 (R", R).
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4‘ Correction

n
On sait que p(x) = Zx,z donc, par somme et produit de fonctions €*°, p est €>° donc
i=1

€.

2. Soient g € C? (R™,R) et f : R"\{0} — R définie par x — f(x) = g (||x||?). Déterminer les
fonctions g vérifiant Af = 0.

Correction

On va procéder par analyse-synthése.
Analyse. Soit g une fonction telle que Af = 0. On sait, par la régle de la chaine, que

Oif(x1, ..., Xn) = 2%, (X2 + -+ 4+ x2),
et donc
OFF(x1 o m) =290+ 4 x0) + 20" (- x0).
Ainsi,
_ / 2 2 n 2
Af(xe, ... xp) = 2ng (Ix[17) + 2 [Ix117 " (11x]17).
Ceci signifie que pour tout r dans R7,
20g/(1) + rg"(r) =0,

donc >
n
g'(N+—g(n=0
donc on dispose de C € R tel que pour tout r > 0,

C
g’(r) _ Ce—2n|n(r) _ ﬁ

Donc on dispose de D € R tel que pour tout r > 0,

C

- +D.
(2n 4+ 1)r2ntt *

g(r) =

1
DoncgeVect(rHl,rHrznﬂ).

La synthése est a peu prés immédiate en posant g de la sorte.

Exercice 11. CCINP PC 24. Soient h: (x,y) € R? — x> — y? et C = {(x,y), h(x,y) = 0}.

1. Montrer que h est une fonction de classe €, puis montrer que (0, 0) est le seul point critique
de h. La fonction h admet-elle un extremum local en (0,0)?

La fonction h est € car polynomiale. On calcule ensuite les dérivées partielles de h :

Oh 2
afx(XVY)—3X

oh
@(Xv)/) =2y
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Ainsi, (x, y) est un point critique si et seulement si (x, y) = (0, 0).
Pour savoir si h admet un extremum local en (0, 0), on calcule sa hessienne en (0, 0) :

Hi(x,y) = <6OX _02> :

0 02> donc —Hp, € S (R), mais —H, ¢ STT(R) : on ne peut rien

donc H(0,0) = (O
dire...
On remarque donc plutét que h(x, 0) change de signe au voisinage de 0, ce qui assure

que h n'admet pas d'extremum local au voisinage de 0.

2. Soit f : R? — R, une fonction de classe € telle que f(x,y) = 0 pour tout (x, y) dans C.
of
(a) Justifier que, pour tout t € R, f (¢?,t*) = 0. En déduire que a(O, 0) = 0.

—‘ Correction

Soit t € R. Alors en notant x = t? et y = t3, on remarque que x> — y? = 0, donc
(x,y) € C. Ainsi, f(x,y) =0, i.e. f(t?,t3)=0.
On dérive ensuite par rapport a t la relation f(t2,t3) =0 :

201 F(t2, t3) + 3t20,F (12, t3) = 0,
donc, pour tout t dans R,
20, F(t2, t3) + 3tdLf(t2, £3) = 0,

soit, en faisant tendre t vers O et par continuité des dérivées partielles de f,
8:1f(0,0) = 0.

(b) Pour t € R, soit ;. u+—f (t2, u). Justifier que ¢, est dérivable sur R et montrer qu'il
existe y(t) €] — 3, t3[ tel que @} (y(t)) =0

Correction

©; est dérivable car f est de classe . On remarque de plus que

0i(—t3) = (2, —t3) =0 car (t2) — (=t3)2 =0, et . (t3) = (3, t3) = 0.

Or, ; est continue sur [—t3, t3], dérivable sur | — ¢3,t3[, s’annule en —t3 et en
t3 donc, d'aprés le théoréme de Rolle, on dispose de y(t) dans | — t3, t3[ tel que

pi(v(t)) =0.

(c) Conclure que (0, 0) est un point critique pour f.

On remarque que pour tout u dans R, ¢ (u) = 8>f(t%, u). Ainsi, le résultat précé-
dent assure que pour tout t > 0, il existe y(t) €] — t>, t3[ tel que

&f(t? y(t)) = 0.

Comme «(t) ﬁ 0 par encadrement, et que O>f est continue, on en déduit que
—

0 = axf (12, 7(t)) — d,f(0,0).
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Ainsi, (0,0) annule les deux dérivées partielles de f, donc (0, 0) est un point critique
de f.

3. Représenter dans un repére orthonormé I'ensemble C.

4‘ Correction

On est a la frontiére frontiére du programme... la représentation de courbes paramétrées
n'est pas censée étre au programme... Cependant, ici, ce n'est pas trés compliqué. On
remarque que pour (x,y) € R?,

(x,y)eC e x3=y?
Sx=0ety=4Vvx3.

La courbe C est donc la réunion des deux courbes de
Ry —- R

, et —g:
X — X2

Ry —- R
g:

3
X = —X2

3 Fonctions de plusieurs variables : recherche d’extremums

X

Exercice 12. Mines-Telecom 24. 1. Combien existe-t-il de solutions a I'équation xe™™ = X en

fonction des valeurs de A € R7?

On étudie la fonction ¢ : x — xe™*. Cette fonction est dérivable sur R et sa dérivée est

¢ x—e (1 —x),

positive sur | — oo, 1], négative sur [1, +oo[. On a donc les informations suivantes :

® (x) ono —00 par croissances comparées.

. 1
® ( croit strictement sur | — oo, 1], est nulle en 0, vaut S en 1
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e  décroit strictement sur [1, +00]

e p(x) — 0 par croissances comparées.
X—r—+00

Ainsi, @ étant continue, plusieurs applications du TVI (que je ne détaille pas ici) per-
mettent de dire que :

e pour A < 0, I'équation (x) = X admet une unique solution,

1
e pour A = o I'équation @(x) = X admet une unique solution (c’est 1)

1 _ :
® pour A\ € ]0, < { I'équation @(x) = X admet exactement deux solutions.

2. Déterminer les extremums de la fonction f : (x,y) — xye e,

—‘ Correction

La fonction f est de classe € et

2 ) = (= xye

g—;<x,y> — (1= y)xe e

donc le seul point critique de f est (1,1). Mais on sait que

f(x,y) =eo(x)e(y) < e(l)e(1) = f(1,1),

donc f admet un maximum global en (1, 1). Elle n’a pas de minimum sur R? (car elle n'a
pas d'autre point critique).

F—R

Exercice 13. CCINP PC 23. Soit F = {(x,y) €R?,x >0,y > 0,x+y < 1}. On pose f : ) )
(x,¥) = (x—y)" —xy

1. Montrer que F est un fermé, le dessiner.

Déja, F est le triangle suivant

Ensuite, F=F NFH N F3 o0

Fi={(x.y) €eR? fi(x)>0
Fo = {(x,y) € R? f5(x) >0} ennotant > : (x,y) — .
Fs={(x.y) €R? f3(x) <1

} en notant f; : (x,y) — x.

}ennotant f3: (x,y) — x+y.
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Les fonctions fi, f>, f3 sont continues car linéaires en dimension finie, donc Fi, F» et 3
sont des fermés. Ainsi, F est un fermé car c’est une intersection de trois fermés.

2. Trouver les extremums de f.

Correction

On raisonne en plusieurs étapes :

(a) Déja, F est fermé et borné, et f est continue (car polynomiale en dimension finie)
sur le fermé borné F, en dimension finie, donc elle est bornée et atteint ses bornes
sur F.
Deux possibilités s'offrent alors a nous pour les extremums : ils sont ou bien dans
I'intérieur de F ou bien sur le bord.

(b) Recherche des points critiques dans I'intérieur de F. La fonction f est € et

of

XY =2x—y) —y=2x-3y
of

@(x,y) =-2(x—y)—x=2y —3x.

Donc (x, y) est critique si et seulement si 2x — 3y = 0 et —3x + 2y = 0, i.e. si
et seulement si x = y = 0. Mais (0,0) n'est pas dans l'intérieur de F, donc on
sait que f n'admet aucun point critique dans l'intérieur de F, donc n'admet aucun
extremum a l'intérieur.

(c) f admet donc ses extremums sur le bord. On cherche donc le maximum et le
minimum de f sur chaque c6té du triangle.

e sur [A, Bl ={(0,y),y €[0,1]}, on sait que pour y € [0, 1],
F(0.y) =y?,

minimale en y =0 (et £(0,0) = 0) et maximale en y =1 (et £(0,1) = 1)
e sur [B,C] ={(x,0),x € [0, 1]}, la situation est symétrique.
o sur [ACl={(x,y),0<x,0<y,x+y=1}={(x,1—x),x€[0,1]}, ona

fx,1—x)=(x—(1-x))?—x(1-x)
=(2x—1)> = x+ x?
=4x* —4x+1—x+ x?
=3x? - 3x+1=(x),

1 i, 1
—, positive sur [2, 1] , donc ¢

. 1
et ¢'(x) = 6x — 3, négative sur [O, ] , nulle en 5

2
1
est minimale en > maximale en 0 et en 1. De plus,
11 3 3 1

(d) En conclusion,
e f atteint son minimum en (0,0) et £(0,0) = 0.
e f atteint son maximum en (0,1) et en (1,0), et f(0,1) = f(1,0) = 1.
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Exercice 14. CCINP PSI Ecrit 2021.
On considére la fonction f définie sur R? par : V(x,y) € R?, f(x,y) = x> + y> — 3xy. L'objectif de
cet exercice est d'étudier I'existence d'extremums pour f.

1. Déterminer les points critiques de f.

Correction

La fonction f est bien de classe €' car polynomiale. De plus,

of 5 of 5
a—Bx —3yeta—3y — 3x.

Ainsi, si (x, y) est un point critique de f, alors x> = y et y° = x donc x > 0 et x* = x,
donc x=0o0u x =1.

e si x =0, alors y = 0 et on vérifie bien que (0, 0) est critique,
e si x =1, alors y = 1 et on vérifie bien que (1, 1) est critique.

On a donc trouvé les deux points critiques de f.

2. Expliciter des points (x, y) € R? arbitrairement proches de (0, 0), tels que f(x, y) < 0. Explici-
ter, de méme, des points (x, y) € R? arbitrairement proches de (0, 0), tels que f(x, y) > 0. La
fonction f admet-elle en (0, 0) un maximum local, un minimum local ou aucun des deux ?

Correction

. 1
On remarque que si I'on pose x, =y, = —, alors
n

2
f(XnYJ/n):ﬁ_* ~ TS,

donc f(xn, yn) < 0= f(0,0) pour n assez grand et (x,, ¥n) - (0,0). Ensuite, si I'on
n o0

1
pose a, = - et b, =0, alors

1
f(an by) = = 0=1(0,0),

donc f(ap, by) > 0 pour tout n et (ap, by) — (0,0).
n

—+00

Ainsi, on a exhibé des points arbitrairement proches de (0, 0) tels que f soit strictement
positive et d'autres tels que f soit strictement négative, ce qui assure que (0,0) n'est
pas un extremum local de f.

On considére la fonction g définie sur R? par : V(u, v) € R?, g(u,v) = F(1 +u, 1+ v) — f(1,1).
3. Calculer, pour tout (u, v) € R?, g(u, v) puis, pour tout (r,8) € R xR, g(rcos#, rsin@).

Soit (u, v) € R?. Alors

guv)=Q+u)P+Q+v)>P-30+u)(1+v)+1
=14+3u+3+ P +1+3v+3v2+v¥ 31 +u+v+uv)+1
=302 4+ u® +3v2 4+ v3 —3uv.
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De méme,

g(rcos(8), rsin(8)) = 3r® cos(8)? + r? cos(8)* + 3r?sin(8)? + r3sin(8)® — 3r% cos(8) sin(6)
=3r?(1 — cos(8) sin(8)) + r3(cos(8)® + sin(6)?)

_ 372 <1 - ;sm(w)) + r*(cos(6)° +sin(6)°)

. 1 2
4. Prouver que pour tout (r,8) € R" xR, ona: g(rcos6, rsin) > 3r2 <2 - 3r). Que peut-on

en conclure?

4‘ Correction

Comme sin(26) < 1, que cos(8)® > —1 et sin(6)® > —1, on en déduit que

g(rcos(8), rsin(6)) > 3r° (1 _ ;) _ 93

= 3r? E—gr
2 3

) - 3 .
Cette quantité est positive pour r < 7 ce qui assure que sur la boule de centre (0, 0) et de

3 » . 3
rayon 7 g est positive. Ainsi, sur la boule de centre (1, 1) et de rayon 7 f(x,y) > f(1,1),
ce qui assure que (1, 1) est un minimum local de f.

5. La fonction f posséde-t-elle un ou des extremums globaux ?

4‘ Correction

On remarque que si f posséde un extremum global, c'est nécessairement en (1,1). Or,
f(1,1) = —let f(-1,-1) = -1 —-1-3 = =5 < f(1,1) donc f n’atteint pas de
minimum global en (1,1).

La fonction f n'a aucun extremum global.

Exercice 15. Centrale 23. Soient n € N* et f une fonction de classe €2 de R” dans R. On suppose
que, pour tout x € R”, la matrice Hessienne Hr(x) a toutes ses valeurs propres dans [1, +ool.

1. Pour x fixé dans R on note ¢ : t € R — f(tx). Montrer que ¢ est de classe €2 et exprimer
¢"” en fonction de la matrice Hessienne de f.

Comme f est €2 et t — tx aussi, ¢ est 2.
De plus, @ s'exprime sous la forme f oy(t) ot 7y : t — tx. On sait alors que

@'(t) = (VF(¥(1). 7(1)) = (VF(tx). x) = Y Bif (tx)x;
i=1
Or, la dérivée de t — 0;f(tx) est

n
e Y 90if(tx)x;,

J=1
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donc
n

o'(t) = Z Z OO f (tx)xpx; = x| He(tx)x.

i=1 j=1

t2
2. En considérant la fonction 1 : t — f(tx) — (Vf(0), tx) — EXTX, montrer |'inégalité

f(x) = f(0)+(VF(0),x)+ %XTX

Correction
2

t
Considérons, comme proposé, 9 : t — f(tx) — (Vf(0), tx) — EXTX. La fonction ¢ est
deux fois dérivable, et

W' (t) = (VF(tx), x) — (VF(0), x) — tx"x, %" (t) = x" He(tx)x — x ' x.
Fixons t € R. Notons Ay, ..., An les valeurs propres de Hr(tx). Alors on sait que, si I'on
n
note (eq, ..., en) les vecteurs propres associés et qu'on écrit x = Za,-e,-, on a

i=1

x T He(tx)x = (x, He (tx)X)
= <i a;é;, ia,-Hf(tx)e[>
= <z”: Olfef,i:a%/e/>
i=1 i=1

Ainsi, 9" est positive, donc ¢’ croit. Etant nulle en 0, on en déduit que ¥’ est négative
sur R_, puis positive sur R,, donc 1 décroit puis croit, en atteignant donc un minimum
en 0. Ainsi, pour tout t dans R, ¥(t) > ¥(0), ce qui signifie que

f(tx) — (Vf(0), tx) — %QXTX > f(0),

donc, en évaluant en 1,

f(x) = f(0)+(VF(0),x)+ %XTX.

3. En déduire que lim f(x) = oo, puis que f admet un minimum.
[Ix]| =00
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4‘ Correction

On sait que x " x = ||x|| | H—> ~+00, et que, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
X||—+o00

[(VF(0), x)| < [VFO)]| [Ix]] e o(lIxII?),
donc
£(0) + (VF(0), x) + %XTX

Lo
= |Ix —
> lIxl

~Y
[[x]] =400 [[x]] =400

donc, par minoration,

f(x) — +oo.
lIx[|—-+o0

On en déduit que f admet un minimum. Par la limite précédemment trouvée, on dispose
de M > 0 tel que pour tout x vérifiant ||x|| > M, f(x) = f(0).
Ensuite, f est continue sur la boule Bf(0, M), qui fermé borné, en dimension finie,
donc f admet un minimum sur Bf(0, M), atteint en un point x,,. On a en particulier
f(xm) < £(0).
Soit maintenant x € E :

o six € Br(0, M), f(x) = f(Xm).

e six ¢ Br(0, M), f(x) = f(0) = f(xm).

Ainsi, f atteint bien un minimum global en x,.

Exercice 16. Mines PC 23. Soit f : R?> — R la fonction définie par f(x,y) = (X2 +y2)X si
(x,y) #(0,0) et £(0,0) = 1.

1. Déterminer I'ensemble des couples (x, y) € R? tels que f(x,y) = 1.

4‘ Correction

Déja, £(0,0) = 1. Ensuite, soit (x,y) € R? tel que f(x,y) = 1. Ceci signifie alors que
(x> 4 y?)* =1, donc que xIn(x? + y?) = 0. Alors

e ou bien x =0,

e ou bien x> + y? = 1, ce qui signifie que (x,y) appartient au cercle de centre 0 et
de rayon 1.

Réciproquement, si x = 0 ou si x> + y? =1, on a bien f(x,y) = 1.

2. Montrer que f n'admet pas d'extremum local en (0, 0).

Correction

Comme exp est croissante, on montre que (x,y) — xIn(x> 4+ y?) n'a pas d'extremum
local en (0, 0). Ceci est vrai car cette fonction est nulle en (0, 0), positive pour x < 0 et
x2 + y? < 1, négative pour x > 0 et x>+ y? < 1.

3. Déterminer I'ensemble des points critiques de f sur R?\{0}.
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4‘ Correction

On fixe y € R. Alors x — f(x, y) = e¥"°+¥*) est bien dérivable sur R* et

of 2X2 21,2
“(x, = (| 2 2 x In(x +y).
aX(x y) (n(x +y)+x2+y2>e

. . or
Pour y # 0, cette expression est aussi valable pour x = 0 et a(x, 0) =2In(y).
On fixe x € R.

of
e six =0, alors f(x,y) =1 pour tout y € R et a—y(O,y) =0,
e si x #0, alors y — f(x,y) est dérivable et

of - 2Xy xIn(x2+y?)
ay v)= X2t y2°

Ainsi, si (x,y) est point critique de f,
e ou bien x = 0 et alors, nécessairement, y =1,

. orf .
e ou bien x # 0 et alors comme 8—y(x,y) =0, y = 0. Mais alors

of

a(x,y) = <|H(X2) + 2XX22> eXIn(®) _ 2In(|x]) + 2)62X|n(x)’

. 1
donc nécessairement x = +—.
€

Les deux points critiques de f sont donc

o0, (-Lo) a (L0)

4. Montrer que f admet un unique maximum local et un unique minimum local sur R?.

f(—e, 1) <1letf(e1)>1.

pénible...). Pour x 20 et y € R,

Déja, on voit que (0, 1) n'est pas un extremum local : en effet, pour € > 0 proche de 0,

Ensuite, pour les deux points restants, on va calculer la hessienne de f (c'est un peu

of 2x? of 2
a(x'y) — (In(x2 +y2) + X ) X IN(P+y?) ot @(x,y) iexln(xhﬂ/z),
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Enfin,

2
O*f (X y) _ 2X(X2 + y2) — 4Xy2 eXln(X2+y2) n 2xy exln(x2+y2)
ayQ ! (X2 +y2)2 x2 +y2

. _ _ ) 1
Ces expressions peuvent faire peur, mais on rappelle qu’on les évalue en (j:,O . Or,
e

en ce point, on a tous les termes en y qui disparaissent, et, aussi,

1
eXINCHy?) — (2% = . ainsi que In(x?) 42 = 0.
ete

D’ou

et
1 _1 ({2 0
Hf<90>e e(o 23
1 ++ 1 ++ i
Donc —H¢ o 0] €S, (R) et Hr E'O € ST (R), ce qui signifie que f admet un

. 1 . 1
maximum local en (e’0> et un minimum local en (e’0>'

1 1
Exercice 17. Centrale 24. Soit f : (x,y) € R™ x R™ v 5 + xy.

1. Soit S = {(x,y,2),z = f(x,y)}. Déterminer I'équation du plan tangent & S en un point
(a,b,c)eS.

1

1
C'est une question de cours. S est définie par g(x,y,z) =0, ot g(x,y,2) = X + -+

<

Xy — 2.
Par définition, le plan tangent a S est de vecteur normal

Donc M = (x,y, z) appartient & S si et seulement si
1
X—a T2 +b
y=b|, [_L1 >=Q
< z—c¢ b2 1+ ?

y—b>b
b2

c'est-a-dire
X—a
2 +(x—a)b—

+(y—bla—(z—c)=0,
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ou encore

(b_

1 1 1 1
) x+ a- G )y-z= b—; a+ a- 5 b—c

2. Montrer que f est minorée puis qu’elle admet un minimum atteint en un point critique que

|'on déterminera.

On reconnait I'exercice sur les fonctions coercives fait dans le chapitre précédent. On
remarque que f(1,1) = 3. Or,

1 1 1 1
f > — 23six<setf(x,y)2—23siy< <.
(x,y) o 3six 3et (x,y) ) 3siy 3
De plus,
. 3
f(x,y)2xy=23siy>—.
X

On considére alors la zone C délimitée par la droite d'équation x = 3 la droite d'équation

1 ) 3 o )
y=3 et I'hyperbole d'équation y = 5 (la zone délimitée par ABC sur le dessin).

&

N

Cet ensemble )
3
est un fermé borné donc f y atteint son minimum. Ce minimum m est supérieur a
f(1,1)=3car (1,1) € C. Mais si (x,y) ¢ C, alors

1
C{(x,y)eRQ, X > ety>§ety<f

X

eoubienx< - etf(x,y)=23=1(1,1)=m.

eoubieny < -etf(x,y)=23=7(11)>m.

X|WWl— Wl

e oubieny > —etf(x,y) 23=1(1,1)>m.
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Donc m est bien minimum global de f.
Ce minimum global est atteint en un point critique de f. Or,

Gf( ) 1 P 8f( ) 1 n
—(x,y)=—= —(x,y)=——=+x
ax Y x2 TV S gy y2
L . i 1 1 a
Ainsi, si (x,y) est un point critique de f, alors y = — et x = — donc y = y” soit,
X y

comme y # 0, y3 =1, donc, comme y > 0, y = 1. Donc x = 1. Donc (1, 1) est 'unique
point critique de f. Donc le minimum de f est atteint en (1, 1) et vaut 3.

Exercice 18. CCINP PC-PSI 24. On considére f : (x,y) € R x R™ = x%y + y(In(y))?.

1. Déterminer les points critiques de f.

4‘ Correction

On calcule les dérivées partielles de f : f est bien €* sur R x R’} et pour tout (x,y) €
R xR, ona

of
a(x,y)—Qxy

g—;(x,y) =x*+ (In(y))> + 2In(y)

Ainsi, (x,y) est un point critique si et seulement si x = 0 et In(y)(In(y) +2) =0, i.e.
y=1louy= e 2.
On calcule alors

£(0,1) =0 et £(0,e72) = 4e 2.

2. Déterminer les extrema locaux et globaux de f.

4‘ Correction

On va voir si ces points critiques sont des extrema locaux, en calculant la hessienne de
f.

2y 2X
2
2X ;(In(y) +1)

He(0,1) = ((1) g) :

clairement symétrique positive. Donc f atteint un minimum local en (0, 1). Comme f est
toujours positive, il s'agit d'un minimum global.

Ensuite, )
2e” 0
—2y\ __
Hf(O,e ) = < 0 —2€2> '

donc ni Hg, ni —Hy n'est dans ST (R), donc f n’atteint pas d’extremum local en (0, e™2).
f ne posséde pas d'autre point critique et R x R’ est ouvert, donc f n'atteint pas de
maximum.

He(x,y) =

En particulier,
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4 Fonctions de plusieurs variables : autres exercices

Exercice 19. Mines PC 23. Soient (E, {(-,-)) un espace euclidien et f : E — R de classe €. On
t(l—1)

suppose que Y(x,y, t) € E> x [0,1], f((1 — t)x + ty) < (1 — t)f(x) + tf(y) — THX —y|%

1
1. Montrer que, pour x,y € E, (Vf(x),y —x) < f(y) — f(x) — §||X -yl

Correction

On fixe x et y dans Eetonnotey:t— (1 —t)x+tyetp:t— f((1—t)x+ty) =
f o~y(t). L'inégalité de départ permet d'écrire que pour tout t dans |0, 1],

QO+ ) = F0) _pr - L8

_ 2
. —lx =y

Le membre de gauche tend, quand t tend vers 0, vers ¢'(0). Or, pour tout t € [0, 1],

@'(t) = (VF(v(1). 7' (1)) = {@(t), ¥y — x) .

En particulier, ¢'(0) = (f(x),y — x).

1
Le membre de droite, quant a lui, tend vers f(y) — f(x) — 0 Ix — ylI?.

Un passage a la limite dans les inégalités larges permet de conclure.

2. Montrer que, pour x,y € E, (Vf(y) — VF(x),y — x) > ||x — y||°.

Correction

Soient x et y dans E. On vient de démontrer que

(VFG.y =) < F(Y) = £ = 2 llx = yIP

Donc |
—(VF(X).y =x) 2 F(x) = f(y) + SIx = yIP? (1)

Mais, en échangeant les réles de x et y, on a aussi
1
(VEW). x=y) < F) = Fy) = Slly = .

D’ou 1
(VE().y =x) =2 f(y) - f(X)+§Hy—X||2- (2)

En sommant (1)) et (2)), on obtient le résultat désiré!

Exercice 20. CCINP 21. Soit f : R? — R telle que f(x,y) = xyﬁy2 si(x,y) #(0,0), f(0,0) =
0.

1. Montrer que f est continue.

Déja, f est continue sur R?\ {0} par les théorémes généraux. Ensuite, on examine la

X2 2
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continuité en 0. On utilise pour cela I'inégalité utile :
2 2
a+b
|abl < ——
Ainsi, pour (x,y) € R?,
2 2,2 2 2 2
Xty xs—y Xc—y
f(x,y) < = -
LGP 2 x2+4y? 2 (xy)—=(0,0)=0
donc f est bien continue en (0, 0).
2. Exprimer les dérivées partielles de f.
Correction
On fixe y € R.
3 3
. Xy — X )
esiy#0,p:x—f(x,y)= % est dérivable sur R* et pour x € R,
X<ty
g(x ) = (3x%y = y3) (X2 +y?) — (x°y — xy?)2x
ax ) = (x2 4+ y?)?
_ 3X4y + 3X2y3 _ X2y3 *}/5 _ 2X4y + 2X2y3
- (X2 +y2)2
Ly (x* + 4x%y? — y*)
(2 + y?)?

i A of
e siy =0, alors f(x,y) = 0 pour tout x, donc x — f(x, y) est dérivable et a(x, 0) =
0.
De méme, on trouve que pour x # 0 et y € R,
of x (y* +4y?x? — x4
7(va) 2
Oy (x2+y?)

¢t of
@(0,)/) =0

3. Montrer que f est de classe &*.

. of . .
On montre juste que — est continue. Cela se passera de la méme maniére pour I'autre

o L. X
dérivée. On réécrit que pour x et y non nuls,

of v (x* 4+ 4x2y2% — y#)
a—(x,y): 5 N2
x (x2 +y?)

¥

—y—o ¥
YT e 22

Si yg # 0, les théorémes généraux assurent que x est continue en (xp, yo).
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A or
Siyg=0et xo €R, alors a—x(xo,yo) = 0 et on remarque que

_> s
(x.¥)=(x0.¥0)—=0
& 5 4
y y
= < —
(x2 4 y2)2 4 (x2 +y2)? i (x.9)=(x0.70)—0

of . :
donc % est aussi continue en (xo, ¥o)-

of ) of
Donc e est continue sur R%. De méme pour 3y donc f est €* sur R?.

o°f B3f
- - ! A 1 ?
4. Calculer Bx0y et Bydx’ Qu’en déduire 7

Correction

On calcule (encore...), en utilisant |'expression

y5

of
ox ) =Y ey
On a alors, pour (x,y) # 0.

S )i SO 4y — P2y (2 4 y?)
By dx (x2+y2)*
5y(x2 4 y?) — y°2y
(2 + y2)3

5y4x2 + 5y6 — 26
N (x2 + y?)3

5y4x? + 3y°
2Ty

:]_—

=

De méme,

of 5x*y? 4 3x5
Fxgy XY =1 =25
dx0y (x2+y?)
On remarque alors aisément que ces deux quantités sont différentes, donc le théoréme
de Schwarz est faux, donc f n'est pas de classe €~.
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