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Mercredi 31 Janvier 2024

Le devoir dure 4h.

La qualité de la rédaction et de la présentation seront prises en compte dans la notation. On prendra bien garde
a la justesse et la précision des justifications.

Si un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il I'identifiera clairement sur la copie et
explicitera les décisions qu'il sera amené a prendre.

La calculatrice n’est pas autorisée.

Le sujet comporte[3 pages.

Probleme 1 :

Ce probléme est un extrait d'un probléme plus long dont le but est de montrer que la fonction z — cos(y/x) est
de classe C* sur R. Ce probléeme est composé de deux parties. La premiére plus théorique consiste a prouver
un résultat théorique; la seconde repose sur le résultat prouvé dans la premiére partie.

Partie 1 : Un théoréme d’existence de limite

L'objectif de cette partie est de prouver le théoréme

Théoreme 0.1

Soit h € C*(R%,R). Si Ja € R tel que h/(z) — alors 33 € R tel que h(x) — .
T—

z—0

.

Pour ce faire nous allons démontrer un résultat intermédiaire :

Théoréme 0.2

Si f:R% — R est une fonction Lipschitzienne au voisinage de 0, alors elle admet une limite finie en 0.

1. On fixe f : R — R. On suppose qu'il existe 7 > 0 et K > 0 tel que f soit K-lipschitzienne sur |0, r].



(a) Montrer que la fonction f est bornée sur |0, 7], a I'aide de I'inégalité triangulaire. Expliquer pourquoi
on ne pouvait pas utiliser d’argument de continuité.
Soit (up)nen une suite a valeurs dans |0, 7] qui converge vers 0.

(b) Montrer qu'il existe ¢ : N — N une extraction telle que (f(uy(n)))nen est convergente. On notera ¢
sa limite.

(c) Montrer (tres simplement) que Ve > 0, 3ng € N tel que [ug )| < 5% €t |f(Upmg)) — £ < 5.
(d) En déduire, a I'aide de I'inégalité triangulaire, que f(x) — L.
Tr—r
Nous avons donc prouver le théoreme (0.2

2. Soit f : R% — R une fonction dérivable. On suppose de plus que 3¢’ € R tel que f'(x) — 0.
T—

(a) Expliquer pourquoi on ne peut pas utiliser le théoréme de prolongement C*.
(b) Montrer que f’ est bornée au voisinage de 0.
(c) A I'aide du théoreme démontré précédemment, prouver le théoreme .

Partie 2 : Etude de fonction

On considére la fonction
. R+ — R

I r — cos(y/x)
L'objectif de cette partie est de montrer que f est C* sur R, puis de la prolonger en une fonction C*°
sur R.

3. (a) Montrer que f est continue sur R;.

(b) Justifier que f est dérivable sur R .

(c) Calculer la dérivée de ' sur R* . Etudier la continuité de f'.

(d) Etudier la limite de f’ en 0. Que peut-on en déduire sur f’? Et sur f?
4. Soit g : R_ — R définie par g(z) = ch(v/—x).

(a) Justifier que g est bien définie et continue sur R_.

(b) On définit alors la fonction h par

Vz € R, h(z) = {g(@ S r-0

Montrer que h € C'(R,R).

Probléme 2 :

Le but est d'étudier la fonction f définie par f(z) = ——

1+z+x?°
1. Préliminaires.
Soit @ € R et g une fonction définie et continue sur [a, +00[ et dérivable sur |a, +oo[. On suppose

g(a) =0 et g(x) —— 0.

T—-+00



(a) On définit la fonction ¢ sur le segment [arctan(a), 7/2] par
o(r/2) =0 et Va € [arctan(a), 7/2[, ¢(z) = g(tan(x)).

Montrer qu'il existe d €] arctan(a), 7 /2] tel que ¢'(d) = 0.
(b) En déduire Jc €]a, +o0[ tel que ¢’'(c) = 0.
2. Etude de f.
(a) Justifier que f est définie sur R.

b) Déterminer les variations de f et de f’ sur R.

d) Montrer 3C €]0, 1] tel que Vx € [1/3,1], | f'(z)| < C.

e) On définit la suite (up)nen par up =1 et Vn € N, upi1 = f(uy).
Justifier que Vn € N, 1/3 < u,, < 1.

(b)
(c) Montrer que f possede un seul point fixe o sur R, puis que @ € [1/3,1].
(d)
(e)

(f) En déduire que VYn € N, |u, — a|] < C™|1 — a|. Que peut-on en conclure pour la suite (U )nen ?
3. Montrer que Vn € N, Jg,, € C*°(R,R) tel que

Vz e R, f(z) = (1 +a+ a2’

et montrer que la suite de fonction (gy)nen Vérifie la relation de récurrence :

Vn €N, Vo €R, gni1(z) = (1 + 2+ 23 gl (z) — (n+1)(2z + 1)gn(x).



