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Probleme 1 (Analyse) :
Soit a > 0.

Partie 1 : Etude d’une fonction auxiliaire

On pose fo: x+— zln(l —a/x).
1. In est définie sur R% . Donc f, est définie pour tout x € R tel que 1 —a/z >0 <= 1>a/r < 2 <0ou

x > a. Donc f, est définie sur ] — 0o, 0[U]a, +oo[. On peut le retrouver en étudiant le signe de z +— 1 —a/z = 2.
En effet :
T —00 0 a +00
T —a - 0 +
x — 0 +
1-2 + - 0 +

Donc, par composition, z — In(1 — a/x) est définie sur | — 0o, 0[U]a, +o00[. Et donc, par produit, f, est définie sur
| — o0, 0[U]a, +o0].

2. La fonction In est dérivable sur R* et Vt > 0, In'(t) = 1/¢.

On note de plus, que Vo > a, z >z —a > 0.

Par décroissance de ¢ — % on a donc

1 1 1
Vo >a, Vt€[x—a,x], — <-=1In'(t) < .
T t T —a
Donc, par I'inégalité des accroissements finis,
t—s t—s
Ve > a, Vs,t € [z —a,z], s <t, <In(t) —In(s) < )
x T —a

En particulier, avec s=x —aett=x, on a

<In(z) —In(x —a) < a

Vx > a, .
T —a

SHES]



3. On reprend la fonction f, : z — xIn(1 — a/x).

] = 00,0[UJa, +oo[ = R dérivable
x N
R — R
+ yon
. N In() dérivable
| — o0, 0[U]a, +o0] ———m—— R dérivable
x —————— In(1 —a/x) par composition

Et donc, par produit, f, est dérivable sur | — oo, 0[U]a, +00].

Va E]—O0,0[U]CL,—FOO[, f(;(.%') =1In (1_a> + ?a =1In (1_66) + ¢ .
x 1—5 T r—a

D’autre part, d'aprés la question 2

vz ¢ [0,a], Z<1n<mfa>:1n<1_1a/m>:—1n(1—z) gxfa.

D’ou,

Va > a, f(’l(:r):ln(l—a)—i- ¢ > 0.
x r—a

De plus, Vo < 0, fi(z) =In(l —a/z) + ﬁ —1.EtVzx <0,1—a/x > 1. On pose g:t+—In(t)+ 1/t —1. Alors
g € DY[1,+oo[R) et V¢t > 1, ¢'(t) = + — & = 5t > 0. Donc g est croissante sur [1, +oo[. Et g(1) = 0. Donc V¢ > 1,
g(t) > 0. Donc Vx < 0, fi(x) = g(1 —a/z) > 0.

De plus,
fo(z)=2In(l —a/z) — —0

T—a
T>a

et
fa(z) =2In(l — a/z) —0
<0
par croissance comparée.
Enfin, par dérivabilité de ¢t — In(1 +¢) en 0,
In(1+t¢)
—— —1 In(1 —
. } — fule) = —a2 D —a.
-2 ——0 —a/x x—F00
T z—+too

D’ou le tableau de variations suivant :

T —00 0 a +0o
fo(z) +
O v+
fa / N
—a

4. Comme f, est dérivable sur | — 0o, 0[U]a, +oo[, en particulier, f, € C°(R* ,R). Et f,(z) — 0. Donc fq est
z<0

prolongeable par continuité en 0 en posant f,(0) = 0.

Mais
fa(m)

X

=In(1 —a/x) — +00
<0

Donc, une fois prolongée par continuité, le prolongement ne sera pas dérivable en 0.



Partie 2 : Etude d’une suite récurrente d’ordre 1

On pose ugy €] — 00, 0[U]a, +oof et Vn € N, upi1 = fo(up).

5. fa est continue sur | — 00,0[U]a, +oo[ et croissante. Donc, par TVI et théoréme de la limite monotone,
fa(la, +0]) =] — 0o, —a[C R* et f,(R*) =] — a,0].

Donc u; est bien définie et u; € R*. De plus, f,(R*) =] —a,0[C R*, donc R* est stable par f. Donc (up)n>1
est bien définie et Vn > 1, u,, < 0.

6. On peut préciser la question précédente : On a montré a la question précédente que u; < 0. Or f(R*) =]—a,0].
Donc ug €] — a,0[. De plus, toujours par continuité de f, et croissance de f, (donc par TVI et théoréme de la limite
monotone), f,(]—a,0[) C fo(R*) =]—a,0[. Donc |—a, 0 est stable par f,. Or uz €]—a,0[. Donc Vn > 2, u,, €]—a,0].

7. D'apres la question précédente, (uy)n>2 est bornée. Et f, est croissante sur R* , donc en particulier f, croissante
sur | —a,0[ car | — a,0[C R*. Donc (uy)n>2 est monotone. Donc, par théoréme de la limite monotone, (uy,)nen est
convergente.

Or f, est continue sur | — a,0[. Donc (u,) converge vers un point fixe de f, dans | —a,0].

Soit = €] — a,0[ tel que f(x) = x. Alors xIn(1 — a/x) = x. Or z # 0. Donc In(1 —a/x) = 1. Donc 1 —a/z = e.

o “ .
Et donc z = 1%. Donc 12 est le seul point fixe de f, sur | —a,0[.
Donc u,, —— 2.
" n—+too 1€

Partie 3 : Etude d’une suite implicite

8. On pose, Vn € N, hy, : z+— 2 —In(1 —a/z) — n.

(a) Soit n € N. Alors, par la méme composition que pour f, étudiée dans [1} h, est définie et dérivable sur
] — 00,0[U]a, +oo[. En particulier, h,, € D'(Ja, +oc[,R). Et

a/z? a 2> —ar—a

Vz >a, h(z) =1

_1—a/x: r(r—a)  z(zr—a)

(b) A =a®+4a = a(a+4) > 0. Donc le numérateur de h/, s'annule en %= ‘52+4“ et 4tV ‘52“".

Or atvastda “32“‘“ > % =aqacara>0et =¥ T2a V‘;Ha < 0. On pose donc o = a+va~+da V%QH“ > a indépendant de n. Et donc

h! ne s'annule que a sur Ja, +oc[. On en déduit le tableau de signe de = + 2 — ax — a et donc le tableau de variations
de h, :

T a T2 +0o0
ha (2) - 0 +
+0o0 +o00
hn, \ /
hn (7"2)

Avec les limites aux bornes :

1-2 L0 = hn(x) =2 —In(1 —a/x) —n — 400
TS 2>
et a
l1-——1 = hp(x) =2 —In(1 —a/z) —n —— +o0.
€r xz—+oo r— 400

(c) D’autre part, Vn € N, hy,(a) = a—In(1—a/a)—n. Or o = ¢+va-+ia V%QH“ est indépendant de n. Donc h,, (o) ——

n—-+o0o

—00. Donc Ing € N tel que Vn > ng, hy(a) < 0.



Soit n > ng. hy € C%([a, +oc[, R) et h,, croissante et hy,(z) p—— ~+00. Donc par TVI et théoréme de la limite
T—r+00

monotone, hy,([a, +o0[) = [hn(a), +oo[. Or h,(a) < 0 car n > ng. Donc, par théoréme de la bijection (continuité et
stricte croissance sur [a, +oo[), lx,, > « tel que hy(z,) = 0. Or hy(a) <0, donc z,, # .

On vient donc de montrer que Vn > ng, 3x, > « tel que =, = In (1 — ﬁ) +n.

9. On a aussi
Vn eN, hp(2a) =2a —In(1 —1/2) —n =2a+1In(2) —n —— —o0.

n—+o0o
Donc dny € N tel que Vn > ny, hy(2a) < 0.

Par ailleurs, on sait que Vn > ng, Vo > x5, hy(z) > 0 car hy, strictement monotone sur [«, +o0o[. Donc si 3n > ny
tel que x,, < 2a, alors, par croissance, h,(z,) =0 < h,(2a) < 0. &, Donc Vn > nq, z, > 2a.

10. Soit n > ny. Alors x;, > 2a. Donc - < 3. Et donc In(1 — a/x,) > In(1 — 1/2) = —In(2). Donc

xp =In(l —a/z,) +n>n—1In(2) ot

Donc, par théoréeme des gendarmes x,, ——— +o00.

n—-+00
4 — 0, donc In(1 — a/x,) —— 0. Et donc
n——+0o0o n—-+0oo

' Ty

De plus

Donc z,, ~ n.

n——+oo

11. Onadonc, = ~ £ —— (. Donc, par équivalent de références,

"Tn pojoo M p—4oo
a a a
mn(l-—) ~ —— ~ —=
':UTL n—-+oo xn n——+oo n

Et donc, par caractérisation des ~ par les o,

a
T = M= +o(1/n).
12. (a) Par définition de (x,,), on a
1 1 —
Yn > nq, S
Tp M NIy
In (1 — ﬁ)
=
a/n
n—-+oo n2
a
n—-+oo n3
D’ou, par caractérisation des équivalents par les o,
1 1 a
— = — 4 = +o(1/n?).
mn n—+oo N, nS ( / )
(b) D'ou
xn—nzln(l—a)
In
a
n——+oo n
_ BT (1)
n~>_+oo n n3 o "
Et donc 9
a a
= n——-— — 1/n3
Tn n—-+oo n n n3 + O( /n )



Probléeme 2 (Algebre Linéaire) :
On pose B = (1, X, X?).

Partie 1 : Etude d’un endomorphisme

On pose VP € R[X], f(P) = (2X +1)P — (X? - 1)P".
1. Le produit polynomiale est bilinéaire, donc P — (2X + 1)P € L(R[X]). Et la dérivation est linéaire, donc P
(X2 —1)P" € L(R[X]) par composée d’applications linéaires. Donc, par structure de R-ev de L(R[X]), f € L(R[X]).

On peut évidemment le montrer par le calcul en utilisant la définition.
2. Soit P € R[X].

Si deg(P) < 1, alors P! = 0. Et donc deg(f(P)) = deg((2X + 1)P) =1 + deg(P) < 2 par degré d'un produit de
polynémes.

Si deg(P) > 3, alors deg(P') = deg(P)—1 > 2. Donc deg((2X +1)P) = 1+deg(P) et deg((X%—1) deg(P")) = 2+
deg(P’) = 1+deg(P) = deg((2X +1)P). Or deg(P) > 3, donc P # 0. Donc coeff dom((2X +1)P) = 2 coeff dom(P)
et coeff dom((X? — 1)P’) = coeff dom(P’) = deg(P) coeff dom(P). Donc

coeff dom((2X + 1) P) — coeff dom((X? — 1)P") = (2 — deg(P)) coeff dom(P) # 0
car deg(P) > 3. Donc, par cas d'égalité du degré d'une somme de polyndmes, deg(f(P)) = max(deg((2X +
1)P),deg((X? —1)P')) = deg(P) + 1.
Si deg(P) = 2, alors on a toujours deg((2X + 1)P) = deg(P) + 1 = 3 = deg((X2 — 1)P’) d'aprés le paragraphe
précédent. Donc deg(f(P)) < max(deg((2X + 1)P),deg((X? — 1)P")) < deg(P) + 1 < 3. Mais cette fois
coeff dom((2X + 1) P) — coeff dom((X? — 1)P') = (2 — deg(P)) coeff dom(P) = 0

car deg(P) = 2. Et donc deg(f(P)) < 3. Donc deg(f(P)) < 2.
Finalement, on a donc :

VP € R[X], {jeg(f(P

En particulier, on vient de montrer que VP € Ro[X], f(P) € Ry[X]. Or f est linéaire d'aprés la question précédente.
Donc f € L(Ro[X]).

3. On a facilement
fF=@2X+1)—0=2X+1
X)) =X +1D)X - (X?-1)=X*+X+1
F(X?) =(2X +1)X? — (X2 —1)2X = X2 42X
(en particulier, on retrouve le fait que f est bien un endomorphisme de Ry[X] par linéarité).
Soit A, 11,7 € R tels que A\f(1) + puf(X) +~f(X?) = 0. Alors
M) +pf(X)+7f(XH) =0 <= A2X + 1)+ (X2 + X +1) + (X2 +2X) =0
= (N XP A+ p+29)X A+ p=0

w+v=0
= 224+ pu+2v=0 liberté B
A+pu=0
p+v=0
= 2A—pu=0 Lo« Ly—2I,
A+pu=0




p+v=0
— {22 —pu=0

3A=0 L3 < L3+ Lo
<= A=u=v=0

Donc, par définition, f(B) est une famille libre. Et donc, par caractérisation de la liberté par le rang, rg(f) = rg(f(B)) =
3.

Comme Ry[X] est un ev de dimension finie (dim(R2[X]) = 3), on en déduit que f € GL(R2[X]) par théoreme
d’'isomorphisme.
Remarque :
On peut le retrouver & partir de ce qui a été fait, mais ca revient A refaire le cours : A\f(1) + uf(X) +vf(X?) =
f(A+uX 4+~vX?). On vient donc de montrer que ker(f) = {0}. Et on peut re-conclure par le théoréme d'isomorphisme.

4. Soit P € Ry[X] tel que P+ P’ = X?P' — 2XP. Alors (2X +1)P — (X? — 1)P' = 0. Donc f(P) = 0. Et
donc P € ker(f). Or on vient de montrer que f est un automorphisme de Ry[X]. Donc ker(f) = {0} par théoreme
d'isomorphisme ou caractérisation de l'injectivité par le noyau. Donc P = 0. Et clairement, P = 0 est une solution.

Donc I'équation a une unique solution dans Ry[X] qui est le polyndme nul.

Partie 2 : Etude des points fixes de f

On pose g = [ — Idg,[x]-
5. L(Rg[X]) est un R-ev et f,Idg,[x] € L(R2[X]). Donc g € L(R2[X]).
Soit P € Rp[X]. Alors :

P point fixe de f <= f(P) = Pdef point fixe
— f(P)—-P=0
0

— ¢g(P)= def g
<= P € ker(g) def ker(g)
6. D'aprés le calcul de f(B) de la question 3} on a
g(1) =2X,  g(X)=X*+1,  g(X?)=2X.
Alors
rg(g) = rg(2X, X* +1,2X)
=rg(2X,X? 4+ 1) élimination dans un Vect

=2

car une famille de polynémes échelonnée en degré sans le polyndme nul est libre.

On en déduit que dim(ker(g)) = 3—rg(g) = 1 par théoréme du rang. Or g(1—X?) = g(1)—g(X?) =2X —2X =0
par linéarité. Donc X2 — 1 € ker(g). Et donc Vect(X? — 1) C ker(g). Or dim(Vect(X? — 1)) = 1 = dim(ker(g)) car
X? —1#0. Donc ker(g) = Vect(X? —1).

Enfin, Im(g) = Vect(g(1), g(X), 9(X?)) = Vect(g(1), g(X)) par élimination dans un Vect (voir calcul du rang). Or
rg(g) = 2. Donc, par caractérisation des bases en dimension finie, (g(1), g(X)) = (2X, X2 4 1) est une base de Im(g).

7. On a
g°(1) = (2X)=2( ) =2(X*+1)
+1) = (XQ) +9(1) =4X
gQ(X)—g(2X) 2(X°+1).

En particulier g2(1) # g(1). donc g% # g. Et donc g n'est pas un projecteur.



8. D’apres la question |§I (X2 — 1) est une base de ker(g) et (2X, X2 + 1) est une base de Im(g). Or

rg(X? —1,2X, X%+ 1) =rg(X? - 1,2X,2) substitution 2 = (X2 +1) — (X% — 1)
=3

car la famille (X? —1,2X, 2) est une famille de polyndme échelonnée en degré sans le polyndme nul, donc libre. Donc,
par caractérisation des bases par le rang, (X2 —1,2X, X2 + 1) est une base de Ry[X].

Or (X2 —1,2X, X%+ 1) est la concaténation d'une base de ker(g) et de Im(g). Et donc, par liberté de cette base,
Ry[X] = Vect(X? — 1) @ Vect(2X, X? + 1) = ker(g) @ Im(g).

Finalement, malgré le fait que g ne soit pas un projecteur, on a quand méme l'une des propriétés des projecteurs :
ker(g) et Im(g) sont supplémentaires (et ce n'est donc pas une caractérisation, mais seulement une conséquence des
projecteurs qui peut étre obtenue dans d'autres cas).

Partie 3 : Changement de base

Soit PI(X)=X2—-1, (X)=(X-12et 3(X)=(X+12et B = (P, P, P).
9. Ona

rg(B) =rg(X?—1,X? —2X + 1, X2 +2X + 1)

2 . 22X 4+2=X2-2X+1—(X%2-1)
=rg(X°—1,-2X +2,2X 4 2) substitution et ) )
2X +2=X%242X +1—(X%2-1)
=rg(X?—1,-2X +2,4) substitution et 4 = (2X + 2) + (—2X + 2)

=3 échelonnée en degré

par caractérisation de la liberté par le rang.
Donc, par caractérisation des bases par le rang, B’ est une base de Ro[X].

10. On a facilement,

f(P) = f(X?) = f(1) = X* -1
P) = f(X?) = 2f(X) + f(1) = =X +2X — 1 = —Py(X)
f(P3) = f(X?) +2f(X)+ f(1) =3X%2 4+ 6X + 3 = 3P3(X)

(on notera que pour Pj, on pouvait se passer du calcul puisque P; € ker(g)).

11. On a déja Vn € {0,1}, f™(P1) = P1, f"(P2) = (—1)"Py et f"(P3) = 3"P3. On pose \; = 1, Ao = —1 et
A3 = 3. Supposons In € N tel que Vk € {1,2,3}, f"(Py) = \2Py. Alors f"T1(Py) = f(f™(P)) = A2 f(Pg) = NPT P,
par linéarité. Et donc, par récurrence,

)+
)+

VYn eN, fY(P) = Py, fUPy) = (—=1)"Py, f(P3) = 3"Ps.
De plus,
P(X)=X%2-1 P =X%?-1
P(X)=X?2-2X+4+1 <= {P—P=-2X+2
P3(X):X2+2X+1 P3— P, =4X
P=X%?-1
=  P3+P,—2P, =4 Lo+ 2Ly — L3
Py — Py =4X
2P, + P34+ Py, =4X? Ly < 4L, + Lo
<~ Ps+P,—2P =4
Py — Py =4X




D'ou Vn € N,
1

1) = zf"(P:s + Py —2P)

1
= Z(3nP3 + (—1)nP2 — 2P1)

B i((gn ()" =X 423" — (1)K 43"+ (-1)" +2)

FU(X) = 1Py~ )

= (@R~ (-1)"R)

= i((z&" — (~1)")X? 4 2(3" + (1)) X + 3" - (-1)")

Fr(X2) = if"(QPl P+ Py)

1
= Z(Qpl +3"P3; + (*1)”P2)

- i((g” + (_1)71 + 2)X2 + 2(3” - (—1)”)X +3" + (_1)n _ 2)

Partie 4 : Choix de B’

12. Deux propriétés générales.

Soit ¢ € L(R2[X]), a,b,c € R deux a deux distincts et P, @, R € Ry[X] non nuls tel que p(P) = aP, ¢(Q) = bQ
et p(R) = cR.

(a) Soit A\, i,y € R tels que AP + pu@ + vR = 0. En appliquant ¢ et par linéarité de ¢, on obtient alors
a\P + bu@ + cyR = 0. En appliquant ¢ de nouveau, on obtient alors a? AP + b?>uQ + c>yR = 0.

AP+ p@Q+~vR =0

aAP +bu@ +cyR=0

a’AP +b*u@Q + YR =0

AP+ uQ +~vR =0

<~ (b—a)uQ%—(c—a)’szO Lo+ Lo —alq
(b—a)(b+a)uQ + (c—a)(c+a)yR=0 L3+« L3 —a’L,
AP+ pu@Q+~vR=0

= ((b—a)uQ+ (c—a)yR=0
(c—a)((c+a)—(b—a))yR=0 L3s<+ L3— (b—a)ls
AP+ pQ +~vR =0

= {(b—a)uQ+ (c—a)yR=0

(c—a)(c=b)yR=0

AP+ p@Q =0

= ((b—a)u@ =0

v=0 c#a, c£b, R#0

AP =0

= ¢pu=0 b+#a

v=0

A A=pu=v=0

Donc la famille (P, @, R) est une famille libre de Ry[X]. Or dim(R2[X]) = 3, donc par caractérisation des bases en
dimension finie, (P, @, R) est une base de Ry[X].



(b) Alors

¢ € GL(R2[X]) <= (¢(P),p(Q),v(R)) base Ro[X] caractérisation des isomorphismes par I'image d'une base

— (p(P),¢(Q),p(R)) libre caractérisation des bases en dimension finie
<= (aP,bQ,cR) libre

<~ a#0,b#0, c£0 principe d'élimination dans un Vect
<~ abc#0

13. Soit A € R et P € Ry[X]. Alors

f(P)=P < (2X +1)P—(X>-1)P' = \P def f
— (X2-1DP - (2X+1-N)P=0
— Vo >1, (2= 1)P(z)— 2z +1—-\)P(z) =0
<= P solution de (2% — 1)y’ — (2 4+ 1 — \)y = 0 sur |1, +oo|.

De plus, si f’ est solution de (a:2 — 1)y — (2x+1—XN)y =0 sur |1, +oc], alors, par définition d'une racine, Vo > 1, x
est racine du polyndme (X2 —1)P' — (2X +1 — \)P et donc le polyndme (X2 —1)P' — (2X + 1 — A\)P a une infinité
de racines, donc (X2 —1)P' — (2X +1— \)P =0 et donc f(P) = \P.
Finalement f(P) = AP si, et seulement si, P est solution de (Ey) : (22— 1)y — (22 +1 — A)y = 0 sur |1, +ocl.
14. Soit \€Ret (Ey): (22— 1)y —(2z+1—- Ny =0.

(a) Alors on a aussi (Ey) : ¢ — 2212y = 0. Donc (E)) est une équation différentielle linéaire d'ordre 1 homogene

définie sur | — oo, —1[U] — 1,1[U]1, 4+o00[. On ne va la résoudre que sur |1, +o0|.

On a
20 4+1—- A 2z 1-A 1 1
Vo > 1, = - .
z?2—1 z?2—1 2 \z—1 =z+1
Une primitive de @ — —3%- + =2 (ﬁ — m%rl) sur |1, 4+o0[, par linéarité de la dérivation, est = + In(x? — 1) +

%(ln(x — 1) —In(x 4+ 1)). Donc I'ensemble des solutions de (F)) est

11,400 — R
. s peln@ =D+ 152 (na-1)-In(z+1)’ pekRe.
Or
1-X
Vo > 1’ eln(a@—l)-&-%(ln(z—l)—ln(a:-H) _ (:L‘Q . 1) (‘T B 1) 2 _ (x o 1)¥(x + 1)%
z+1
Donc I'ensemble des solutions de (E)) sur |1, +oo] est
1,4+ — R
I, ool 1-2 1w, pERS.
x = ouz—1)72 (z+1)2
(b) Alors :
A eN
(E\) a une solution polynomiale non nulle <— 33/\

5 €N
14+Xe2N
3—A€e2N
NEZL
A=1[2)
1+A>0
3—A>0
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ANEZ
= (A=2[2]
—-1<A<3
— Ae{-1,1,3}.



