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L'objectif de ce probléeme est de calculer la valeur de ((2) définie par

1. Premiéres propriétés.
(a) Déterminer P;, Ps, P5 et Py.
(b) Montrer que Vn € N*, P, € R[X].
(c) Déterminer le degré et le coefficient dominant de P,, pour tout n € N*.
(d) Etudier la parité du polyndme P, pour n € N*.
2. Détermination des racines.
(a) Montrer que si z € C et |z —i| = |z +1], alors z € R.
(b) En déduire que pour tout n > 2, tous les polynémes P,, n'ont que des racines réelles (sans les calculer).
(c) En déduire alors que VYn > 2, P, est scindé dans R[X].
(d)
(e)

e

Pour tout n > 2, résoudre |'équation E(z) = (0 d’'inconnue z € C.

Retrouver le fait que P, est scindé dans R[X| et donner sa factorisation en produit de polyndmes irréductibles
dans R[X].

3. Etude d'une suite.
On considere les suites (up)n>1 €t (vp)n>1 définies par

1
V>l un =) o,

et Up = Uy + —
k=1 n

(a) Montrer que les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes. En déduire que la suite (u,) converge. On notera ((2)
sa limite.

(b) Déduire de la question précédente que que Vn > 1, [((2) — up| < .
4. Calcul d’'une somme.
(a) Soit S € R[X]. Prouver :

S est paire «= 3R € R[X], S(X) = R(X?)



(b) Montrer que Vn € N, 3R, € R[X], tel que
Papy1(X) = Ry (X?)

(c) Pour tout n € N, quel est le degré d,, du polyndme R,, ? Donner le coefficient de Xdn et Xn—1 de R,,.

(d) Déterminer les racines de R,, pour tout n € N. Donner sa factorisation en produit de polynémes irréductibles
dans R[X].

(e) En déduire que Vn € N

z”: cos(z27 ) ~ n(2n—1)
k=1 Sin(2£11)2 3

5. Calcul de ¢(2).
On pose Vk € Net Vn € N, 0,(k) = 5=~

2n+1-
(a) Montrer que V0 €]0,7/2],

(b) En déduire que, Vn € N, ¥p € {1,...,n},

cos(0(p))? 1 cos(0n(p))?
sin(0,(p))? = = Sn0.p)?

0
On(p)> = sin(0n(p))

(c) En déduire un encadrement de u,, pour n > 1 puis la valeur de ((2).




