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Probléeme 1 (Arithmétique : Entiers parfaits) :

Partie 1 : Généralités
1. Soit m,n € N*.

(a) Soit d € Div(n) N Div(m). Donc d|n et d|m. Donc, par caractérisation du pgcd par la divisibilité, d|(n A m).
Et donc d € Div(n A m). Donc Div(n) N Div(m) C Div(n A m).

Inversement, soit d € Div(n Am). Alors d|(n Am). Mais (n Am)|n et (n Am)|m par définition du pged. Donc, par
transitivité de la relation de divisibilité, d|n et d|m. Et donc, par définition, d € Div(n) N Div(m). Donc Div(n Am) C
Div(n) N Div(m). Et donc I'égalité.

C'est directe : par définition, P, = Div(n) N P. Donc

P, NPy, = (Div(n) NP) N (Div(m) NP) def
= (Div(n) N Div(m)) NP comm et asso de N
= Div(n Am)NP cf au dessus
= Purm def Prpam

(b) Soit p € Py, U Py,. Alors p|n par définition. Mais n|(n V m) par définition du ppcm. Donc, par transitivité,
p € Div(nVm). Or p est premier, donc p € Pym. Et donc P,, UP,, C Prym (en fait, on a méme Div(n) UDiv(m) C
Div(n VvV m)).

Soit p € Ppym. Alors p|(n VvV m). Or nm est un multiple commune de n et m, donc par caractérisation du ppcm,
(nV:m)|nm. Et donc aussi par transitivité, plnm. Or p est premier, donc par le lemme d'Euclide, p|n ou p|m. De plus,
p € P, donc p € P, ou p € P,,. Et donc, par définition de la réunion, p € P,, U Py,. D'oll Py = Pn U Ppys.
Remarque :

En général, on a seulement Div(n) U Div(m) & Div(n V m) car nV m n’est pas un diviseur de n ou m.

(c) Supposons n Am = 1.

On a sait déja P, N Ppy, = Pruam = P1. Mais Py = {p € P, p|1} = 0. Donc P, NP, = 0. Et donc P, et Py, sont
disjoints. Donc Py, et P,,, forment une partition de Ppvm = Prm.-

2. Soit a,b,c € N* avec a A b = 1. Soit d = a A c. Alors d|a et d|c|bc donc d|a et d|bc donc d|(a A (bc)). Donc
(a A c)|(aA (be)).

Soit d = (a A (bc)). Alors d|a. Mais aAb = 1. Donc dAb = 1. Or d|bc par définition du pgcd. Donc, par le lemme de

Gauss, d|c. Et donc d|(a A c) par caractérisation du pged par la divisibilité. Donc (a A ¢)|(a A (bc)) et (a A (be))|(aAc).
Comme un pgcd est positif, on en déduit a A ¢ = a A (be).



En utilisant la relation de Bézout, In, m,p,q € Z tels que a A ¢ = an + c¢m et b A ¢ = bp + ¢q. Donc
(a A e)(bAb) = (an+ cm)(bp + cq) = abnp + c(mbp + cmq + angq)

Or ((ab) Ac)|(ab) et ((ab) A c¢)|c par définition, donc (ab) A ¢ divise toute combinaison linéaire a coefficients entiers de
ab et ¢ donc ((ab) A c)|(abnp + c(mbp 4+ cmq + ang)) et donc ((ab) A c)|(a A c)(bAc).

De plus, (a A ¢)|a par définition, donc (a A ¢)|ab. Et (a A ¢)|c, donc par caractérisation du pged par la divisibilité,
(aNc)|((ab) Ac). De méme (b A c)|((ab) A c) par symétrie du raisonnement en a et b (on peut échanger a et b) dans le
raisonnement. D’autre part, a Ab=1et (aAc)la et (bAc)|b. Donc (aAc) et (bAc) sont premiers entre eux. Comme
ce sont des diviseurs de (ab) A ¢, on en déduit (a A ¢)(b A c)|((ab) A c).

Par positivité des pged, on en déduit donc (a A c)(b A c) = (ab) A c.

3. Soit m,n € N* premiers entre eux. On pose

“Div(n) x Div(m) — Div(nm) ¢ Div(nm) — Div(n) x Div(m)
v (d, 9) —do e &y = (dAn,dAm)

On va commencer par montrer que ces applications sont bien définies (qu'elles ont un sens).

Soit (d,d) € Div(n) x Div(m). Comme n Am =1, on a également d A = 1. Or, par transitivité de la relation de
divisibilité, d|nm et d|nm. Donc dd|nm. Donc v est bien définie.

C’est plus clair pour &, il n'y a pas de probleme.

Calculons :

Vd € Div(nm), ¢ o &(d) =¥(d An,d Am) def &
=(dAn)(dAm) def ¢
=dA (nm) carnAm=1etB
= car dlnm

Donc o & = IdDiv(nm)-

Y(d,d) € Div(n) x Div(m), {o(d,d) = &(dd) def 9
= ((dé) A n,(dd) Am) def &
=(dAn,6 A m) cf B
= (d,9) car d|n, §lm

Donc § o ¢ = Idpjy(n)xDiv(m)- Et donc, par caractérisation de la bijectivité, § et ¢ sont bijectives et réciproques I'une
de I'autre.

4. Soit f : N* — C arithmétique multiplicative.

(a) On va faire une récurrence sur r. Pour r = 1, il n'y a rien a faire. Pour r = 2, c'est évident par définition de f.
Supposons Jr € N* tel que V(n,...,n,) € (N*)" deux a deux premiers entre eux, f([Tr—17&) = [Tpz1 f(nk).

Soit (n1,...,ny41) € (N*)"+1 des entiers deux a deux premiers entre eux. Alors
T
(H nk> Anpy1 = 1.
k=1

En effet, si on pose d = ny41 A ]j—q nk, alors d|n,41 et d|ny en particulier. Or n,41 Any = 1 par hypothese. Et donc
d = 1. Donc ny41 et [];_; nx sont premier entre eux. D'ou

r+1 r
f (H nk) =f (H nk) f(nry1) car f arithmétique
k=1 k=1

- (ﬁ f<nk>> Flnrsn) HR
k=1



r+1

= H fng) associativité du produit dans C
k=1
Et donc, par principe de récurrence, on a montré que Vr € N*, ¥(ny,...,n,) € (N*)" deux a deux premiers entre eux,

f (ﬁ nk) = ﬁ fng).
k=1 k=1

(b) Soit m € N*. Sin =1, il n'y a rien a faire (f(1) = 1). Supposons n > 2. Alors, par théoréme fondamental de
I'arithmétique, 3r € N*, Ipy,...,p, € P avec p1 < -+ < py, Jaa,...,a € (N*)" tels que

-
n= H PRk
k=1
Mais les entiers (p1, ..., p,) sont deux a deux distincts. Et donc, comme ils sont premiers, ils sont deux a deux premiers
entre eux. Puis, Vi,j € {1,...,7}, p" /\p?j = 1. En effet, le pgcd est un diviseurs communs de p; et p; puisque ce

sont des nombres premiers. Mais comme ils sont distincts, ils sont premiers entre eux. Et donc, d'aprés la question
précédente, on en déduit

fn)=f (ﬁ PZ”“) = ﬁ Fo*)-
k=1 k=1

Donc connaitre les f(p*) pour tout (p, k) € P x N* permet de reconstituer tous les f(n) pour tout n > 2, et donc de
connaitre f complétement. Inversement, si on connait f, on connait bien siir tous les f(p*) pour tout (p, k) € P x N*.

Finalement, f est bien entiérement déterminée par {f(p*), (p,k) € P x N*} puisque f(1) est connue d'office.

Partie 2 : Les entiers parfaits

On note
vn e N*, o(n) =) d.
dln
5. Soit n,m € N* premiers entre eux. Alors
o(nm) = Z d def o

dlnm

= > Y(Ed)
deDiv(nm)

= > dé cf bij de ¥

(d,6)eDiv(n)xDiv(m)

-y Y

dln élm
=D d]| D0
dln d|lm
=o(n)o(m)

Donc o est une fonction arithmétique multiplicative.
6. (a) Soit p € P et k € N*. Alors Div(p*) = {1,p,p?,...,p"}. Donc

par somme géométrique de raison p > 2.



(b) Soit n > 2. o étant multiplicative, elle est entierement déterminée par les o(p*) pour (p, k) € P x N* que nous
avons calculés a la question précédente. D'apres la théoréme fondamental de I'arithmétique, on a n = [[,cp, pr() | Et
donc

on)=o ( H p””(")>

PEPn
— H J(pvp(N)) cf 4a
pEPy
pvp(n)+1 -1
= H —T cf question précédente
p—
PEPy

(c) On a 2024 = 23 x 11 x 23. Donc

241 112—-1 2321
0(2024) = X X
2-1 11-1 23 -1
=15x (114+1) x (23+1)
=15x12x 24

= 4320

7. On dit que n > 2 est parfait si o(n) = 2n. Autrement dit s'il est la somme de ses diviseurs propres.

(a) Soit k € N* tel que 2 —1 € P. Alors 28 =1 >1 <= 2F >2 <= k> 1. Donc k > 2.
On pose n = 2k_1(2k —1). Comme k > 2,0nak—12>1 et donc 2|n. Donc n est pair. Et de plus, 2k _1>2
donc n > 4.
n est donné sous sa forme de produit de facteurs premiers et donc, d’apres la question 7b, puisque n > 2,
(2k_1)2_1 2k_1_22k_2k+1

_ - o2k _1) =
o(n) ok _92 3.1 o —g )

2F(2k —2)(2F — 1)

_ 9k(ok _
s —2F(2F —1)=2n

Donc n est parfait.

(b) Soit n > 2 parfait et pair.

i. on pose m = vg(n). Donc n = 2™k et 2 fk par définition de la valuation 2-adique. Donc k est impair. Donc
dg € N tel que k = 2¢g+ 1. Donc n = 2"(2q + 1).

Sim =0, alors n n'est pas pair. }?; Donc m > 1. Si ¢ = 0, alors n = 2™. Mais dans ce cas,

2m+1 -1

o) =o@") = =5~

="t 1 £ 2m = 2p
et donc n ne serait as parfait & . Donc ¢ > 1.
Donc dm, ¢ € N* tels que n = 2™q avec q impair.
ii. Onan=2"q. Or q est impair. Donc 2 A ¢ = 1. Et donc 2™ A ¢ = 1. Or ¢ est multiplicative, donc

2m+1 -1
o(n) = 0(2"9) = o(2")a(0) = 0(9) g = o)™ ~ 1),
Mais n est parfait par hypothése, donc o(n) = 2n = 2™*1q. Donc, par transitivité de I'égalité, 2™ 1q = (2™ —1)o(q).
Donc 2mFY — (2m+L — 1)q). Or 2+ A (27+1 — 1) = 1 (deux entiers successifs sont toujours premiers entre eux).
Donc, par le lemme de Gauss, 2™ !|o(q). Et donc, par définition de la divisibilité, 3r € N tel que o(q) = 2" *1r. Donc
2mtlg = (2m+ — 1)2m+1y et donc g = (2™ F! — 1)r.
D’autre part, ¢ > 1, donc 7 # 0 et donc r € N* avec ¢ = (2™ — 1)r.

iii. On aalors o(n) = 2n = 2mtlg = 2m+L(2m+! _ 1)r et aussi o(n) = 0(2™q) = (2™*! —1)a(q). On a donc

o(q) =2"r =q+r



iv. Supposons r # 1. Donc r > 2. Et donc 1,7 € Div(r) avec r # 1. Alors Div(g) contient au moins 3 éléments
distincts qui sont 1, 7 et ¢ (¢ # r car m + 1 > 2 donc 2"+ — 1 £ 1). Et donc

q—{—T:U(q):Zd: Z d>qg+r+1 B
dlg deDiv(q)

Donc 7 = 1. Et donc ¢ = 2™+ — 1. Mais dans ce cas, o(q) = ¢+ 1. Donc si 3d € Div(q) \ {1, ¢}, alors o(¢) = ¢+1 >
q+d+1 et donc B car Div(q) C N*. Donc Div(q) = {1, ¢} et donc g est premier par définition d’un nombre premier.

Finalement, Im € N* tel que n = 2™(2™*! — 1) et 2" — 1 est premier.
On connaft donc la forme de tous les nombres parfaits pairs.

Probléme 2 (Polynémes) :
Soit f: o+ On utilisera le théoréme suivant :

1
14+zx+z2-
Théoréme 0.1 :
Soit a € R et g € C%([a, +oo[,R) N D! (Ja, +oo[, R) telle que
g(a) =0 et g(x) —— 0,

T—+00

alors 3¢ €]a, +oo tel que ¢'(c) = 0.

1. Création d'une suite de polynémes.
(a) f est de classe C* en tant qu'inverse d'une fonction C*° qui ne s'annule pas sur R.

On calcule facilement Vz € R, f/(z) = ﬁ et f’(z) = %. En posant donc Py(X) =1, P (X) =
Py (x)

—1—2X et Py(X) =6X(1+ X), on adonc Py, Py, P, € R[X] et Vn € {0,1,2}, Vo € R, f1)(2) = oy
On remarque également que (1 + X + X2)P)(X) — (0+ 1)(2X + 1)Py(X) = —(1+2X) = Py (X) et (1+ X +
XOP[(X) - (1+DR2X + )P (X) =21+ X + X3 +202X +1)2 =6X2+6X =6X(X + 1) = P(X).

Supposons maintenant que 3n € N tel que 3P, € R[X] tel que Vz € R, f((z) = %. Alors :

P (@)1 + 2+ 22! — (22 + 1) (n+ 1)(1 + 2 + 22)" P, (2)
(1 + 2 + 22)2+2

P, (z)(1+z+2%) — (n+1)(2z + 1)P,(x)
(1 +x +x2)n+2 :

Ve e R, fO0)(z) =

On pose alors P, y1(X) = PL(X)(1+ X + X?) — (n+1)(2X +1)P,(X). Alors P11 € R[X] et Vz € R, f+1)(z) =

Pryi(x)
(I+z+a2)nt2-

Donc, par principe de récurrence, Vn € N, 3P, € R[X] tq Vz € R, ") (z) = %.

(b) La question précédente, montre que deg(P,,) = n et coeff dom(P,) = (—=1)"(n + 1)! pour n € {0, 1, 2}.

Supposons que 3n € N*, deg(P,) = n. Alors deg(P,) = n — 1 car n > 1. Et donc deg((1 + X + X?)P/(X)) =
2+ deg(P!) = deg(P,,) + 1 =n+ 1, par degré d'un produit. Et deg((2X + 1)P, (X)) = deg(P,) + 1 =n + 1. Donc,
par degré d'une somme, deg(P,+1) <n+ 1.

D’autres part, coeff dom((1 + X + X?)P! (X)) = coeff dom(P!) = deg(P,) coeff dom(P,) = (—1)"n(n + 1)!. Et
coeff dom((n 4+ 1)(2X + 1)P, (X)) = 2(n + 1) coeff dom(P,) = (—1)"2(n + 1)(n + 1)!. Alors coeff dom((1 + X +



X2)P/(X))—coeff dom((n+1)(2X +1) P, (X)) = (—=1)"n(n+1)!—=2(n+1)(=1)"(n+1)! = (=1)*(n+1)!(n—2n—2) =
(=1)" " (n+2)1 £ 0.

On en déduit donc deg(P,+1) = n + 1 et coeff dom(P,11) = (—1)" T (n + 2).

Et finalement, par principe de récurrence, Vn € N*, deg(P,) = n et coeff dom(P,) = (—1)"(n + 1)!. Or c'est

encore vrai pour n = 0, donc Vn € N, deg(P,) = n et coeff dom(P,) = (—1)"(n + 1)L
(c) Soit n € N. Supposons 3P, Q,, € R[X] tel que Vz € R, miﬁ% f)(z) = #jjg%m Alors, Vx € R,

P,(z) = f™(2) = Qu(x). Et donc le polyndme P, — Q, a une infinité de racines, et donc P, — Q, = 0 et donc
P, = Qn.

2. Des relations de récurrences vérifiées par (Pp,)nen-

(a) On pose g(x) = 1+ x + 22 pour tout x € R. Alors g € C*(R,R). Donc fg € C*R. Et

l4+z+22 k=0

142 k=1
VEEN, Vo e R, ¢W(@) = T
2 k=2
0 k>3

Par la formule de Leibniz, on a donc

Yn> 2, (f9)" () = 3 <Z>g<’“> () f ") ()

k=0

— (@) ™(@) + g ()£ D (@) + D 1) =21

2
B P (z) n(2z + 1)Py1(z)  n(n —1)Py_s(x)
=(1+4+z+ m2) 1+ + 22)n+ 1+z+ :Ez)ln 1+z+ $2)if1
_ Pu(z)+n2z+ 1P, (z) + n(n—1)(1 +z + 22) P, _o(x)
B (14 z+ 22)" '

OrVz € R, g(x)f(z) =1, donc ¥n > 2, Vz € R, (9f)™(z) = 0.
On en déduit donc

—~

Po(z) +n(2z + 1)Py_1(z) + n(n — 1)(1 + z + 22)Pp_o(2)
(1+z+az?)"
e=V¥n>2 Vo eR, Po(z)+n2z+1)Py 1 (z) +n(n—1)(1+z+22)P, o(z) =0

Vn > 2, Vz € R,

Donc Vn > 2, le polyndme P, (X) + n(2X + 1)Py—1(X) + n(n — 1)(1 + X + X?)P,_2(X) a une infinité de racines
et donc on en déduit ¥n > 2, Py(X) +n(2X +1)P,1(X) +n(n — 1)(1+ X + X?)P,_o(X) = 0.
(b) D’aprés la formule précédente, on a Vn € N*, P, 1+(n+1)(2X +1) P, (X)+n(n+1)(1+ X +X?)P,—1(X) = 0.
Par définition de la suite (P,),en, on a également

Vn e N*, (14X 4+ X?)P(X)=Poi(X)+ (n+ 12X + 1)Py(X) = —n(n+ 1)1+ X + X?)P,_1(X).

Or 1+ X + X2 # 0, donc on en déduit ¥n € N*, P/ (X) = —n(n + 1)P,_1(X).

3. Etude des racines réelles de P,

(a) Soit B € R. Supposons Ing > 2 tel que 5 racine de P, et P,_1. D'aprés la questlon ona P (X)+
n0(2X + 1) Py -1 +no(no — 1)(1 +X+X2)%\/2(X) = 0. Donc 0 = P,y (3) +no(28+1) Py 1(ﬁ>i@("0 —1)(1+
B+ B2 Poy—2(8) = no(no — 1)(1 + B+ B2)Pry—2(8) = 0. Or ng(ng — 1)(1 + B+ B?) # 0, donc P,,_2(3) = 0. Et
donc 3 est une racine de P,,,_2.

(b) Soit n € N. Supposons que P,, et P,,11 ont une racine en commun. Donc 33 € R tel que ﬁ(ﬁ) =0= ]/3;/1(5)
D’apres la question précédente, on en déduit donc que (3 est aussi une racine de P,,_1. Donc 8 est une racine de P,
et P,_1. Et par itération, (3 est une racine de P11, P,, Py—1, ..., Py. Or Py(X) = 1. Donc Py n'a pas de racines et
donc on a une contradiction.



(c) Soit n € N*. D'aprés la question précédente, P, et P,_1 n'ont pas de racines réelles en commun. Donc P,
et n(n + 1)P,—1 n'ont pas de racines réelles en communs. Donc P, et P n'ont pas de racines réelles en commun,
d’apres . Et donc les racines réelles de P, ne sont pas des racines de P). Autrement dit, mes racines réelles de P,
sont simples.

4. Factorisation de P,.

(a) Ona Pi(X)=—1—2X. Donc P, est de degré 1, donc il est scindé dans R[X].

On a aussi P5(X) =6X(X + 1). Donc P, est aussi scindé dans R[X].

(b) Soit n € N avec n > 2. On suppose que P,, a n racines réelles distinctes a; < -+ < .

i. Par définition, on a Yz € R, f"(z) = %. Donc en particulier, Yk € {1,...,n}, f™(ag) =

ﬁ:(ak) =0
(A+ag+ai)ntt )

ii. On a montré plus haut que deg(P,) = n et coeff dom(P,) = (—1)"*(n + 1)!. Donc f{™ est une fonction
rationnelle dont le numérateur est une fonction polynomiale de degré n et de dénominateur de degré 2n+ 2 > n. Donc
T [ee]

iii. Onadonc f™(ay,) =0et f(z) P 0, f(™ est continue sur [a,, +-00[ et (™) est dérivable sur Ja,, +ool.

Donc, d'aprés le théoreme , 38 €]ay, +oo[ tel que fPFD(B) = (F™)(3) = 0.
De la méme maniere, £ (x) — 0, f™(a1) =0, f™ € O] — 00, 1], R)NDY(] — 00, a1 [, R), donc, toujours

par le théoréme , 1) (5) = 0 pour un certain v €] — o0, o[

iv. Soit k€ {1,...,n—1}. Ona f(™ € C%[ag, ar1], R)ND (Jag, ari1], R) et f™(ag) = 0= £ (aps1). Donc
par le théoréme de Rolle, Vk € {1,...,n — 1}, 36; €]y, app1[ tel que fFHD(3,) = 0.

On vient donc de trouver n — 1 zéros distincts pour la fonction f("*1). Donc on vient de trouver n — 1 racines
distinctes au polynéme P, ;1.

De plus, d’aprés la question précédente, f("*1) s’annule aussi sur | — 00, a1 ] et sur |ay,, +00[. Donc P41 a un zéro
dans ces deux intervalles.

Donc finalement, on vient de trouver n + 1 racines distinctes de P11 (ona fp < a1 < f1 < ag < -+ < fBp_1 <
an < Bn).

(c) Dans la question précédente, on vient de montrer que si In > 2 tel que P, est scindé a racines simples (donc
toutes distinctes), alors P,4+1 a n + 1 racines distinctes. Mais comme deg(P,+1) = n+ 1, P,41 a donc autant de
racines distinctes que son degré, donc P,1 a autant de racines comptés avec multiplicité que son degré. Donc, par
caractérisation des polynémes scindés, P, 11 est scindés a racines simples.

Or Py et P, sont scindés. Donc, par principe de récurrence, Vn € N*, P, est scindé a racines simples.

5. Etude de fenO.

On pose Vk € N, ai = %

(a) D'apres la question , onaVneN, VzeR, fV(z)= %. Donc Vn € N, f(®(0) = P,(0). Donc

VneN, a, = £20@ _ Pa(0).

n! n!
Mais d’aprés la question 23] on a également, Vn € N, P, yo(X) + (n+2)(2X + 1) Pyp1(X) + (n+2)(n+ 1)(1 +
X + X?)P,(X) = 0. Donc en particulier,

¥ € N, Para(0) + (n+2)Para (0) + (n+ 2)(n + 1)Po(0) = 0

(n+2)Ppi1(0) | (n+2)(n+1)F(0)
(n+2)! (n+2)!
<~ VneN, apto+ any1 +a, =0.

<= VneN, a2+ =0

(b) Donc la suite (ay,)nen Vérifie une relation de récurrence linéaire d'ordre 2 a coefficients constants réels d’équation
caractéristique 72 4+ + 1 = 0. On en déduit donc que 3\, € R tel que Vn € N, a,, = A cos(2nm/3) + usin(2n7/3).
Avec ag et a; on peut déterminer les valeurs de A et u mais on peut déja voir que (ay)nen est une suite périodique de
période 3. En effet :

Vn € N, apy3 = Acos(2nm/3 + 2m) + psin(2nm/3 + 2m) = ay,.



