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Le devoir dure 4h.

La qualité de la rédaction et de la présentation seront prises en compte dans la notation. On prendra bien garde
a la justesse et la précision des justifications.

Si un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il I'identifiera clairement sur la copie et
explicitera les décisions qu'il sera amené a prendre.

La calculatrice n'est pas autorisée.

Le sujet comporte[3 pages.

Probléme 1 (Arithmétique : Entiers parfaits) :
On appelle fonction arithmétique toute application f : N* — C. On dira qu'une fonction arithmétique f est
multiplicative, si f(1) =1 et Vm,n € N*, simAn =1, f(mn) = f(m)f(n).

Le but du probléme est d'étudier quelques fonctions arithmétiques classiques.

Notations :

= On note P I'ensemble des nombres premiers.
= Pour tout n € N, on notera Div(n) I'ensemble des diviseurs positifs de n.
= Pour tout n € N, on note P,, = P N Div(n), I'ensemble des diviseurs premiers de n.
Partie 1 : Généralités
On va établir ici quelques résultats arithmétiques portant ou non sur les fonctions arithmétiques mais qui seront
utiles dans la suite du probleme.
1. Soit m,n € N*.
(a) Montrer Div(n) N Div(m) = Div(m A n) et P, N Pp, = Pran-
(b) Montrer P, U Py, = Provn.
(c) Que dire de P, et P, si m et n sont premiers entre eux ?
2. Soit a,b,c € N* tels que a A b = 1. Montrer que a A (bc) = a A c et (ab) Ac= (aAc)(bAc).
3. Soit m,n € Nx premiers entre eux. On considére les deux applications

" Div(m) x Div(n) — Div(mn) ¢ Div(mn) — Div(m) x Div(n)
‘ (d,0) — dé ’ q = (mAgnAQ)

Montrer que 1 et £ sont deux bijections inverses I'une de I'autre.



4. Soit f une fonction arithmétique multiplicative.

(a) Montrer que Vr € N*, ¥(nq,...,n,) € (N*)" deux a deux premiers entre eux,
(1) = Lo
k=1 k=1
(b) Montrer que f est caractérisé par les f(p*) oti (p, k) € P x N*.

Partie 2 : Les entiers parfaits

Pour tout n € N*, on note o(n) = 3_4,, d la somme des diviseurs de n.
5. Montrer que o est multiplicative en utilisant la partie 1.
6. (a) Que valent les o(p*) pour tout p € P et k € N*?

(b) En déduire que
vp(n)+1 _ 1
vn>2 o(n)= ][] —

peP, P 1
(c) Calculer 0(2024).
7. On dit qu'un entier n > 2 est parfait si o(n) = 2n.
(a) Montrer que si 2% — 1 est premier, alors n = 2¥=1(2F — 1) est parfait et pair.
(b) Réciproquement, on suppose n > 2 est parfait et pair.
i. Justifier qu'il existe m, ¢ € N* tel que n = 2™q et ¢ impair.
ii. Montrer que 3r € N* tel que ¢ = (21 — 1)r.
iii. En déduire o(q) = q+r.
iv. En déduire que 3k € N* tel que n = 2F(2F~1 — 1) et 28 — 1 premier.

Remarque :
L'existence de nombres parfaits impairs est un probléme ouvert.

Probleme 2 (Polynémes) :
On reprend I'étude du prb 2 du DS6. On rappelle que le but est d'étudier la fonction f : z +— ﬁ On rappelle
qu'on a déja montré :

Théoréme 0.1 :

Soit a € R et g € C%([a, +oo[,R) N DY (Ja, +oo[, R) telle que

g(a) =0 et 9(x) vyl

alors 3¢ €]a, +oo tel que ¢'(¢) = 0.

On pourra utiliser ce résultat librement.
On a déja justifier que f € C*°(R,R).



1. Création d'une suite de polynémes.
(a) Montrer (de nouveau) que ¥n € N, 3P, € R[X] tel que Vz € R, f™(z) = %)1 ou
Po1(X) =1+ X+ XHPL(X)— (n+1)(2X + 1) P, (X).
(b) Montrer que Vn € N, deg(P,) = n et coeff dom(P,) = (—1)"(n + 1)\.
(c) Justifier de I'unicité du polynéme P,, pour chaque n € N.
2. Des relations de récurrences vérifiées par (Pp,)nen
(a) En remarquant que Vo € R, (1 + 2 + 22)f(z) = 1, établir que

vn € N\ {0,1}, P, +n(2X + )P,y +n(n—1)(1+ X + X*)P,_5 = 0.

(b) En déduire
VneN* P =—-n(n+1)P,_1.
3. Etude des racines réelles de P,.

(a) Soit B € R. Montrer que si Ing > 2 tel que f racine de P,, et P,,_1, alors [ est aussi racine de
Ppy—2.

(b) En déduire que ¥n € N, P, et P, 41 n'ont aucune racine réelle en commun.

(c) En déduire que pour tout n € N*, les racines réelles de P, sont toutes simples.
On va améliorer ce résultat dans la question suivante.

4. Factorisation de P,
(a) Montrer que P; et P, sont scindés dans R[X].
(b) Soit n € N avec n > 2. On suppose que P,, a n racines réelles distinctes a1 < aig < - -+ < aup,.
i. Montrer que Yk € {1,...,n}, f™ (o) = 0.
ii. Déterminer les limites de f(™ en 400 et —c0.

iii. En déduire que la fonction f("*1 s’annule au moins une fois sur I'intervalle ]a,, 400 et sur
I'intervalle | — oo, aq].

iv. Montrer que le polynéme P, posséde exactement n + 1 racines réelles distinctes.
(c) Montrer alors que ¥n € N, P, est scindé a racine simple dans R[X].
5. Etude de fenO.
On pose Vk € N, aj, = %
(a) A I'aide d'une relation entre les P,, montrer que Vn € N, @y, + ani1 + anyo = 0.

(b) En déduire que la suite (an)nen est périodique.



