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1 Représentation matricielle

Exercice 1 :
Déterminer les matrices des applications suivantes relativement aux bases canoniques :

1t R = R? 2 f R = R3
T (y,2) o (tyy— 22+ 2) i (y,2) m (Ytzztaaty)
3 f.R3[X] - Rs[X] 4 f‘R3[X] - ~R3 )
TP s P+ TP o (PO, P(2), P(3))
M(R) - MR) ., (-1 2 Ro[X] — Me@®) . . (-1 0
ST s AM °”A_<1 0) 1 p L B °”A_<—3 2)
Exercice 2 :

Soit a € C* et f : C — C définie par f(z) = z + aZ. Former la matrice de I'endomorphisme f du R-ev C dans
la base (1,7). Déterminer le noyau et I'image de f.

Exercice 3 :
Soit f € L(IR*) dont la matrice relativement a la base canonique est la matrice

s

1
)
D OO NN
SO O
W W W Ww

On note B = (e1, €2, €3,e4) la base canonique de R* et on pose u; = e1 + ez + €3 + e4 et uz = e + eq.
1. Expliquer pourquoi (u1,u2) une base de Im(f).
2. Déterminer une base (us,u4) de ker(f).
3. Montrer que ker(f) et Im(f) sont supplémentaires de R*.
4

. On note f I'endomorphisme induit par f sur Im(f). Déterminer la matrice de f dans la base (uy,us).



1 REPRESENTATION MATRICIELLE

Exercice 4 ([V]) :
Soit E un K-ev muni d'une base B = (e1, e2,e3). Soit f € L(E) dont la matrice dans la base B est

2 -1 -1
A=1|1 0 -1
1 -1 0

1. Calculer A%. Que peut-on en déduire pour f?
2. Déterminer une base de ker f et une base de Im f.

3. Quelle est la matrice de f dans une base adaptée a la somme directe ?

Exercice 5 ([v]) :
Soit
2 -1 -1
A=1-1 2 -1
-1 -1 2
On note B = (e1, 2, e3) la base canonique de R?. Soit f I'endomorphisme de R® canoniquement associé 3 A.
1. Déterminer ker f et Im f. Démontrer que ces sev sont supplémentaires.

2. Déterminée une base adaptée 3 cette somme directe. Ecrire la matrice de f dans cette base.

3. Décrire f comme composée de transformations vectorielles élémentaires.

Exercice 6 ([v]](*)) :
Soit E un K-ev de dimension n € N*. Soit f € L(E) tel que f* = 0 et "~ # 0 (donc f est un endomorphisme
nilpotent d'indice de nilpotence n).

1. Justifier qu'il existe un vecteur x € E tel que B = (z, f(x),..., f* !(z)) soit une base de E.
2. Déterminer la matrice de f dans la base B

3. En déduire que
{g€ L(E),go f = fog}=Vect(ldg, f,..., ")

Exercice 7 (***) :
Soit f € L(F) tel que f2=0.
Montrer qu'il existe une bases de E dans laquelle la matrice de f est de la forme

(o)

Exercice 8 (Matrice a diagonale strictement dominante [v'](*)) :
Soit A € M,,(C) telle que Vi € {1,...,n}, |aii| > > "= |aij
i

Montrer que A est inversible.




2 CHANGEMENT DE BASE

2 Changement de base

Exercice 9 ([V]) :

Soit
3 1 -3
A=|-1 1 1
1 1 -1

Soit f I'endomorphisme de R3 canoniquement associé 3 A. On pose
e1=(1,1,1), e2 = (1,-1,0), e3 =(1,0,1)

et B’ = (e1,¢e2,€3) et B la base canonique de R3.
1. Montrer que B’ est une base de R?
2. Ecrire la matrice de f dans la base B8/

3. Déterminer une base de ker f et Im f.

Exercice 10 ([v]) :
Soit E un K-ev muni d'une base B = (e, 2, e3). Soit f I'endomorphisme dont la matrice dans la base B est

2 -1 0
A=|[-2 1 =2
1 1 3

Soit B’ = (e1,e2,¢3) la famille définie par

g1 =e¢€1+ey—e3
€ =¢€1 — €3

€3 = €1 — €9

1. Montrer que B’ est une base de E et donner la matrice D de f dans la base B’
2. Exprimer la matrice P de passage de B’ a B et calculer P71

3. Quelle relation lie les matrices A, D, P et P~17?

4. Calculer A™ pour n € N.

Exercice 11 :
Soit f € L(R3) représenté dans la base canonique par la matrice

21 -1
01 0
1 1 0

1. Soit C = (e1,€2,e3) avec 1 = (1,0,1), e2 = (—1,1,0) et e3 = (1,1,1). Montrer que C est une base de
R3.
2. Déterminer la matrice de f dans la base C

3. Donner la matrice de f™ dans la base B



3 RANG

Exercice 12 ([V]) :
Soit E un K-ev de dimension 3 et B = (e1, €2, e3) une base de E. On considére les matrices

4 -2 =2 000
A=1|1 0 -1 et D=]0 1 0
3 -2 -1 0 0 2

Soit f I'endomorphisme de E dont la matrice dans la base 3 est A.

1. Montrer qu'il existe une base C = (£1,¢2,¢3) de E telle que la matrice de f dans la base C soit D.
2. Déterminer P € GL3(R) telle que A= PDP~!. Calculer P71,

3. Calculer A™ pour tout n € N
4

. En déduire le terme général des suites (z,,), (yn) et (z,) définies par

zo =1 Tnt1 = 42y — 2(Yn + 2n)
Yo =0 et VneN,{ypi1 =2, — 2,
z0 =20 Zntl = 3Tn — 2Yn — 2n

Exercice 13 :
Soit les matrices

et I'application linéaire
f MZ(C) - MZ(C)
M — AM — BM

1. Montrer que f € L(M2(C)).

2. Ecrire la matrice de f dans la base canonique de My (C), puis dans la base obtenue en intervertissant les
deux vecteurs du milieu de la famille.

3. Montrer que la famille B = (E11 + E21, E12+ E29,E11 — E 1, E12 — Ea2) est une base de M5(C).

4. Ecrire la matrice de f dans cette nouvelle base. Que peut-on en déduire que I'application linéaire f 7

3 Rang

Exercice 14 :
Calculer le rang des applications linéaires suivantes :
1. f:R3 — R3 définie par f(z,y,2) = (—x+y+z, 2 —y+2z,0+y—2)
2. f:R3 — R3 définie par f(z,y,2) = (z —y,y — 2,2 — )
3. f:R* = R* définie par f(z,y,2,t) = (v +y —t,x+2+2t,20+y — 2 +t,—x + 2y +1)

Exercice 15 :
Soit A, B € M3(R) telles que AB = 0.
Montrer que I'une au moins de ces matrices est de rang inférieur ou égale a 1.



4 APPLICATION DE LA REPRESENTATION MATRICIELLE

Exercice 16 (*) :
Soit A € M32(R) et B € M3 3(R) telles que

AB =

S O =
O = O
o O O

1. Déterminer les rangs de A et B.
2. Calculer (AB)2. En déduire BA.

Exercice 17 ([vV](*)) :
Soit A € M,,(K) de rang 1.

1. Montrer qu'il existe X € M,, 1(K) tel que M, 1(K) = ker(A) & Vect(Xy), en voyant ker(A) comme un
sev de M,, 1(K) via I'isomorphisme canonique Mat : K* — M,, 1(K).

2. En déduire qu'il existe A € K tel que A% = \A.

Exercice 18 ([V]) :
Soit A € M, ,(R).
Comparer rg(A'A) et 1g(*AA) et les calculer.

Exercice 19 (*) :
Soit A, B € M, (K) telles que AB =0 et A+ B € GL,(K).

1. Donner deux exemples de matrices de Ms(K) vérifiant ces hypotheéses.

2. Soit u, v les deux applications linéaires canoniquement associées a A et B respectivement. Comparer Im(v)
et ker(u). En déduire rg(A) 4+ rg(B) < n.

3. Montrer que rg(A) + rg(B) > n. Conclure.

4 Application de la représentation matricielle

Exercice 20 :
Déterminer les matrices A, B € M,,(C) telles que YM € M,,(C), AMB = 0.

Exercice 21 :
Soit A € M, (K).

1. Montrer que 3U € M,,(K) telle que AUA = A.
2. Montrer que U € GL,(K) telle que U A est une matrice de projection.

Exercice 22 :
On définit la relation < sur M,,(K) par :

A<B < 3U,V e M,(K), A=UBV.

Montrer que pour deux matrices quelconques A, B € M, (K), on a A<« B < rg(A) <rg(B).



4 APPLICATION DE LA REPRESENTATION MATRICIELLE

Exercice 23 (*) :

1. Soit E un K-ev de dimension finie, F, G deux sevs de E avec F' C G. Soit u € L(E). Montrer que

dim(u(G)) — dim(u(F)) < dim(G) — dim(F).

2. Soit A, B,C € M, (K). Montrer que

rg(AB) 4+ rg(BC) < rg(B) +rg(ABC).

Exercice 24 :
Soit H un hyperplan de M,,(K).

1. Montrer qu'il existe A € M,,(K) telle que H = {M € M, (K), tr(AM) = 0}.
2. En déduire que H N GL,(K) # 0.

Exercice 25 (Mines MP) :

Soit f,g € L(R?) tel que f2=g>=0et fog=go f.
1. On suppose ici que f = 0. Calculer alors f o g.
2. On suppose maintenant que f # 0.

(a) Montrer qu'il existe une base de R? dans laquelle, la matrice de f est de la forme

o 5)

(b) En déduire la forme de la matrice de g dans cette méme base.

(c) Déterminer alors fog

Exercice 26 ([V]) :
Soit E/ un R-ev de dimension n > 2

1.

Indiquer des endomorphismes de F dont la représentation matricielle est la méme dans toutes les bases de
E

Soit (ey,...,e,) une base de E. Montrer que pour tout i € {2,...,n}, la famille (e; + e;,ea,...,e,) est
une base de F.

Déterminer tous les endomorphismes de E dont la représentation matricielle est diagonale dans toutes les
bases de E

Quels sont les endomorphismes de E dont la représentation matricielle est la méme dans toutes les bases
de E7?

Exercice 27 (CCP PSI (**)) :
Soit f € L(R?) non nulle telle que

FPrf=0

Montrer que R? = ker f @ Im f et que I'on peut trouver une base de R? dans laquelle f a pour matrice

0 0 O
A=10 0 1
0 -1 0
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