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1 Continuité uniforme, Fonction continues par morceaux, Fonctions en escalier

Exercice 1 :
Soit f : Ry — R dérivable.
1. On suppose f’ bornée sur R, . Montrer que f est uniformément continue sur R .

2. On suppose |f'(z)] P +00. Montrer que f n’est pas uniformément continue sur R .
T—>+00

Exercice 2 :
Soit f : I — R uniformément continue bornée et g : R — R continue.
Montrer que g o f est uniformément continue.

Exercice 3 :
Montrer que ¢ — sin(#?) n’est pas uniformément continue sur R.

2 Propriété de l'intégrale

Exercice 4 :
Soit f: [0,1] — R continue telle que

/Olf:O.

On pose m = min 1) f et M = max[ ) f. Montrer que

/1 f(t)?dt < —mM.
0

Indic. : On pourra considérer p(t) = (f(t) — m)(M — f(t)).

Exercice 5 :
Soit f : [a,b] — R une fonction continue et ¢ €]a, b[. Montrer que

bia /ab f(t)dt < max <Cia /acf(t)dt, bic/cbf(t)dt>
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2 PROPRIETE DE L'INTEGRALE

Indic. : Faire une disjonction de cas.

Exercice 6 :
Soit f : [a,b] — R continue. Montrer que

/a b F(t)dt

Exercice 7 (Théoreme du point fixe) :
Soit f :[0,1] — R continue et telle que

b
— [150lat = szoouf<0

/Olf—1/2

Montrer que f admet un point fixe (sans utiliser les versions du théoréme du point fixe déja vues).

Exercice 8 (Formule de la moyenne) :
Soit f,g: [a,b] — R continues avec g > 0.
Montrer qu'il existe ¢ € [a, ] tel que

b
Indic. : Si ff g # 0, observer G%bfg et utiliser le TVI.
09

Exercice 9 (Mines PC (*)) :
Soit a < b et f: [a,b] — R continue et n € N telle que

vk €{0,...,n}, /btkf(t)dt:O

On va montrer que la fonction f s'annule au moins n + 1 fois sur [a, b].
1. Montrer que VP € R, [X], ff P(t)f(t)dt = 0.
2. Supposons que f ne s'annule pas plus de n fois sur l'intervalle [a, b].

(a) Soit z1 < z3 < --- < xp, (avec p < n) les points ol f s'annule en changeant de signe. Etudier le signe de
z > f(z)[T5_i(x — z) sur l'intervalle [a, b).

(b) Calculer [7 f(t)[To_,(t — ax)dt.

(c) Conclure.

Exercice 10 :
Soit f : [a,b] — R continue. Montrer que

b
gz / F(t) sin(at)dt

est Lipschitzienne.



3 AVEC DES PRIMITIVES

3 Avec des primitives

Exercice 11 :
Donner une primitive pour chacune des fonctions suivantes

2
fi ot tet fo ot it fs ot e
fa =t cos(t)sin(t) fs + tw— tan(t) fo : trcos(t)?
2
fr o+t 1~tkt3 fs + t— 13—152 fo @ t— 1th4
10 t+—># 11 t — et cos(t 12 t — tsin(t)e!
144t

Exercice 12 :
Calculer les intégrales

2 4 1 4 1/2 _d
L = 1T2t Iy = f01+7tt2 Iy = fo/ 1;2
I = [{Teos(tPdt I = [fl@)dt T = [y Fppdt
I7 = 23 iiﬂdm

Exercice 13 :
Pour tout m,n € N, calculer

2m
Imyn:/ cos(mt) cos(nt)dt
0

Exercice 14 :
Soit A € C\ R et a = Re(N), b =Tm(N). Etablir

—)

t
t — In |t — \| 4 i arctan(

est une primitive de t — ﬁ

Exercice 15 :
Soit f : [0,1] — R continue. Montrer que f possede une unique primitive F telle que

1
/FzO.
0

Exercice 16 :
Soit f : R — R continue et T' > 0 tel que
x+T
C e R, Vr € R, / f(t)ydt =C.

T

Montrer que f est périodique.



4 |PP ET CHANGEMENT DE VARIABLES

Exercice 17 :
Soit f : R — R continue. Justifier que les fonctions suivantes sont C! sur R et calculer leur dérivée.

g(x) = /Ux xf(t)dt h(z) = ’ f(t)dt k(x) = /Oxf(t + x)dt

2z

4 |IPP et changement de variables

Exercice 18 :
Calculer les intégrales suivantes par des IPP :

L= [fm(l+)dt L = [ft"ln@)dt, neN I = [{ sin(lnt)dt

I = [Jyarctan(ydt I = fol/zarcsin(t)dt Iy = [ tarctan(t)dt
o=y ar;gaﬂx)dx Ig = [; tcos(t)e'dt

Exercice 19 :
Calculer les intégrales suivantes par des changements de variables :

_ e dt _ e dt _ 1 at
L = fl t+t(In )2 L = fl ty/In(H)+1 Iy = Jy o
I = [yVI=8dt I, = [[eVi-d I = [/5ldt

_ (7 __sint 2 @ _ 2 In(148)—In(t)
I = g 3+ilons(t) dt Iy = fl YRR Iy = fl 12 dt

Exercice 20 :
On consideére la fonction f : z — fox e~t*dt. Calculer ™ (0) pour tout n € N.

Exercice 21 :
Montrer que

w/2 /2 ;
/ cost. dt:/ smt. dt = /4
o cos(t)+sin(t) o  cos(t)+sin(?)

et en déduire
/1 dt
0o t+vV1—t¢2

Exercice 22 :
A I'aide d'une changement de variable, montrer que

w/4 w/4
/ In(cos(t))dt / In(cos(r /4 — £))dt
0 0

et en déduire

w/4
/ In(1 + tan(t))dt
0



4 |PP ET CHANGEMENT DE VARIABLES

Exercice 23 :
Soit f : [a,b] — R continue telle que Vz € [a,b], f(a +b—z) = f(x).

Montrer que
b a+b
[ artaaa = / fla

Exercice 24 :
Soit ¢ : R — R la fonction définie par p(t) = Sht(t) étendue par continuité en 0. Soit f : R — R définie par

2x
f@) = [ e

1. Justifier que f est bien définie et étudier la parité de f.
2. Justifier que f est dérivable et calculer f'(x).

3. Dresser le tableau de variation de f.

Exercice 25 :
Soit

2x
fix— / Cht(t) dt.

1. Etudier la parité de f. On I'étudie donc désormais sur RY .
2. Prolonger f en 0.

3. Montrer que f est de classe C! sur R, .

Exercice 26 :

1. Montrer que la fonction
2x et
frx— / —dt
z U

2. Déterminer la limite de f en 0 a I'aide d’encadrement.

est définie et dérivable sur R*.

Exercice 27 (**) :
Soit f: R — R de classe C! et F : R* — R définie par

Yz £ 0, F(z 290/ 110

1. Montrer que F' peut étre prolonger par continuité en 0. On considérera F' ainsi prolonger désormais.
2. Montrer que F est dérivable sur R* et Vx ;é 0, F'(z) = o5 [T tf'(2)

3. (Bonus ***) Montrer que F'(z) = 515 [* f’( ))dt. En déduire que F est dérivable en 0 et F/(0) = 0.



5 FORMULES DE TAYLOR, SOMMES DE RIEMANN AND CO

5 Formules de Taylor, Sommes de Riemann and co

Exercice 28 :
Déterminer les limites des suites définies par

i n n k i 1
un:gn2—|—k2 Un:gnz—l-k‘2 wnzzx/nQ—i—an

Exercice 29 :
En utilisant des sommes de Riemann, montrer que la suite de terme général

(o™

est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 30 :

1. Etudier la convergence de la suite (uy,) et (vy) de terme général

2n 1 2n 1
= 3, et = ) g
k=n+1 k=n+1

2. Montrer que Vz € R,  — 23/6 < sin(z) < .
3. En déduire la nature de la suite (w;,) définie par

2n

wy, = Z sin(1/k)

k=n-+1

Exercice 31 (Egalité de Taylor-Lagrange) :
Soit f:I — R etac I. Montrer que si f est de classe C"*! alors

%) kT () n+1
Veel, deel, f(x)_;;) i (x—a +m(x—a)
Exercice 32 :
Montrer que Vn € N et Vx € R,
nogk xn+1e|x\
-2 3l s ‘(1’1+1)'
k=0 :
En déduire
n .’L‘k
Jdm 2 g

Exercice 33 :
En utilisant une formule de Taylor, établir que




6 AVEC DES SUITES

Exercice 34 (*) :
Soit g : [0,1] — R continue. Déterminer les fonctions f : [0,1] — R deux fois dérivables telles que

fQ)=f(0)=0 et f'=g

6 Avec des suites

Exercice 35 :
Soit a < b. Pour p,q € N, on pose

Iy — / (= a)?(t — byt

1. Soit p € N et ¢ € N*. Donner une relation liant I, ; et [,,11,4-1

2. Donner une expression de I, , a |'aide de factorielle.

Exercice 36 :
On pose Vn € N,

1. Montrer que la suite (I,,) tend vers 0
2. Montrer que Vn € N,

3. En déduire finalement

Exercice 37 :
Pour n € N, on pose

In:/ (Inz)"dz
1

1. Calculer Iy, I7.
2. Pour tout n € N, établir une relation liant I, et I,41.

3. En déduire .
VvneN, 0< I, < ——
n+1

4. Déterminer la limite puis un équivalent simple de (I,,), puis un développement asymptotique de deux termes de
L.

5. Soit (uy) une suite réelle définie par
up=acR et VneN, upp1 =e— (n+ 1uy,

On suppose que a # Iy. Montrer, en étudiant D,, = |u,, — I,,|, que |u,| — +o0

Exercice 38 :
Pour n € N, on pose

/1 dx
u pry
" 0 1 —+ "

7



6 AVEC DES SUITES

1. Calculer ug, ui et us.
2. Montrer que (u,) est une suite strictement croissante

3. Montrer que u,, —— 1.
n—-+o0o

4. Etablir

1 n In2 1 1
Vn € N*, / Y = n_/ In(1+ z")dx
0 0

14z n n

5. Montrer que

et en déduire que
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