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My CLIENT (OULDNT HAVE
KILLED ANYONE WITH THIS
ARROW, AND T CAN PROVE IT!

T'D UKE TO EXAMINE
YOUR PROOF, ZEND, YOU
MAY APPROACH THE BENCH.

—[BUT NEVER REACH IT! k‘i

La question de pouvoir faire des sommes infinies est une question qui apparait naturellement lors
d'étude de suites. Nous y avons nous méme été confrontés a plusieurs reprises. Les premiéres études
de séries apparaissent déja dans la Gréce antique, mais seulement dans dans cas trés spécifique, sans
généralisation ni critére de convergence.

Il faudra attendre le XIVeéme siécle pour voir les premiers résultats généraux en Inde. Cest

le mathématicien et astronome indien Madhava qui considére le premier des développements de
fonctions trigonométriques sous forme de séries. Il donnera les premiers critéres de convergence.

On peut voir les séries comme des “intégrales discrétisées”. Les séries sont aux suites, ce que les
intégrales sont aux fonctions. En quelque sortes. Les idées sont globalement les mémes. |l est possible
de faire des changements de variables (on sait déja les faire depuis le début de I'année), on peut faire
des majorations et il est méme possible de faire des sortes d'IPP (¢a s'appelle des transformations
d'Abel). Mais ces derniéres ne nous seront pas d'une trés grandes utilités.

En fait, pour étre plus précis, les séries sont plus proche des intégrales impropres, au programme
de la spé.
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1 SERIES NUMERIQUES

1 Séries Numériques
1.1 Définition

Il est facile de voir qu'il est possible de sommer tous les termes de certaines suites (en prenant
garde a la définition du mot tous). Par exemple, pour les suites géométriques, on sait le faire a
condition que la raison soit dans | — 1, 1[. Il est alors naturel de se poser la question des autres suites.
Existe-t-il des suites "sommables” ? Si oui, quelles sont elles ? A quelles conditions une suite est-elle
"sommable” ?

Définition 1.1 (Sommes partielles) :
Soit (un)nen une suite numérique. On appelle n-éme somme partielle de la suite (uy,,), pour tout

n € N, la somme
n
S = Zuk
k=0

Définition 1.2 (Série numérique) :

Soit (un)nen une suite numérique, i.e. (un)neny € K. On appelle série de terme général u,,
I'objet noté > u,, dont I'étude permet de définir la convergence de la suite des sommes partielles.
Autrement dit, étudier la convergence de la série > u,, revient a étudier la convergence de la
suite des sommes partielles de (uy,).

Remarque (Notations) :
On note parfois aussi Y, un la série. L'indice est |3, dans ce cas précis, pour spécifier I'indice
du premier terme de la suite. Ainsi, si u est une suite dont le premier terme est d'indice 1 (i.e. si
u = (Un)nen+), ON pourra noter >~ uy la série correspondante pour bien spécifier que le premier
terme est d'indice démarre a 1. B

On peut noter aussi ), cn Un. Mais c’est un peu moins utilisé.

Remarque :
Cette définition n'est pas tout a fait exacte. En fait, les séries sont des objets abstraits (et méme
formels) qui ont été fabriqué de fagon tres artificiel pour pouvoir répondre a un probleme.

La question sous-jacente est de savoir si I'on peut sommer tous les termes d'une somme. Par
exemple, dans le cas d’une suite géométrique, on peut trouver facilement les conditions sur la raison
pour pouvoir sommer tous les termes de la suite (il faut et il suffit que la raison soit dans | — 1, 1]).
Et donc, I'étude d'une série revient, essentiellement, a étudier la suite des sommes partielles.

Toutefois, se restreindre a I'étude des sommes partielles est se tromper d'objectif, et par suite,
de nature d'objet. On ne souhaite pas étudier la suite des sommes partielles, en tant que suite. Ce
que I'on souhaite, c'est savoir s'il est possible de donner un sens a la somme de tous les termes de
la suite, 3 partir seulement de I'étude du terme général.
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Etudier la suite des sommes partielles serait faire intervenir une suite intermédiaire qui ne nous
intéresse pas vraiment. Elle n'est qu'un moyen, une étape (obligatoire pour le moment, mais dont
nous allons essayer de nous affranchir au fur et a mesure du cours) pour pouvoir répondre a la
question.

L'objet > u,, est donc, a strictement parlé, un objet un peu artificiel qui nous permet de faire le
lien entre le terme général u,, de la série et la somme que I'on voudrait existante (ou pas).

Attention donc a ne pas systématiquement repasser par les sommes partielles et de ne pas
confondre les deux objets. |l faut considérer les séries comme des objets a part entiére, un nouveau type
d’'objet. A T'instar de I'indéterminée X que I'on doit considérer comme étant une entité spécifiques
mais que |'on peut voir comme étant une suite. Les séries sont des objets spécifiques dont la nature
profonde est d’'étre des suites. On essaie donc de les étudier en tant que séries et on ne fait appel a
leur définition de suites que si on y est contraint et forcé.

Il'y a donc une difficulté conceptuelle. Ce qui nous intéresse, c'est la série dans sa globalité. Les
propriétés de la série proviennent essentiellement des propriétés du terme général.

Le principe générale étant d'abord étudier une suite, et dans un second temps de se demander

s'il est possible de sommer tous les termes de la suite. Et on espere qu'il soit possible de répondre a
cette question uniquement a partir de I'étude de la suite de départ.

Exemple 1.1 (Série arithmétique) :
La série > n est la série dont les sommes partielles sont les

6= 3 1)

Exemple 1.2 (Série géométrique) :
La série > ¢™ est la série dont la somme partielles sont les

17n+1 .
Sn:i:qk: g Sa7l
n+l sig=1

Exemple 1.3 (Série harmonique) :
La série >°,~; % s'appelle la série harmonique et c’est la série dont les sommes partielles

n

5=

k=1

x| =
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Sur cet exemple, on voit qu’on peut aussi définir des séries pour n > 1. Exactement comme pour
les suites. En fait, on peut méme faire une version un peu plus générale et définir les séries comme
> n>ne Un a partir de ng. Mais par un changement de variable, on peut se ramener a une série définie
a partir de 0. Comme pour les suites.

Remarque :

Cette année, nous ne parlerons que de séries numériques. Mais il est possible de définir des séries de
beaucoup d'objets de natures différentes. Il existe par exemple des séries de vecteurs, des séries de
matrices (vous en avez touché du bout du doigt dans un DM), des séries de fonctions ... Toutes ces
séries sont au programme de MP.

1.2 Convergence

Définition 1.3 (Série convergente, Somme d'une série) :
Soit > uy une suite numérique.

= On dit qu'une série > u,, converge si la suite de ses sommes partielles converge. Autrement
dit, on dit que " u,, converge si la suite (3 )_oux),cy COnverge.
+00 7 Lo £ '
Dans ce cas, on note 2 u, le réel vers lequel converge la série. Ce réel s'appelle la
somme de la série. Et on a

+oo N
u, = lim U
> un = lim

= Dans le cas ou > u, ne converge pas, on dit que la série diverge.

Remarque :
La convergence ou divergence de la série correspond a la nature de la série. Comme pour les suites.
Donc étudier la nature d'une série, c'est étudier sa convergence.

[111 ATTENTION !!1]

La somme d'une série est donc une limite (¢a se voit a la présence du symbole +00). Ca se
A manipule donc comme une limite. On ne peut donc pas calculer avec. Il faut donc toujours
justifier d'abord que I'existence de toutes les sommes en présence avant d’écrire et avant de
faire quoi que ce soit. Il faut y penser comme une limite. C'EST une limite.
Il faudra pendre garde aux envies qui vont vous démanger de manipuler ca comme une
somme classique. Ce n’est pas le cas. C'est une limite. Il y a donc tous les problémes liés aux
limites ainsi que tous les problémes liés aux sommes en méme temps.
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Une condition nécessaire a la réussite de |'oral reste donc de différencier, une bonne
fois pour toutes, les notions suivantes relatives aux séries : somme partielle, suite des
sommes partielles, série et somme d’'une série et les utiliser a bon escient. [CCINP 2022]

Exemple 1.4 :
Etudier la série > n>2 ﬁ pour n > 2.

Théoreme 1.1 (Décalage d’une série) :
Soit > u, une série numérique et ng € N. On a équivalence entre
(i) >,>0 un converge

(i) >5>n, Un converge

Démonstration :
C'est trés simple. On a 3°, oy uy, converge ssi (3 ;_q Ux)nen converge ssi (3 p_,,  Uk)n>n, CONVerge
SSi D p>n, Uk CONVerge. g

Corollaire 1.2 :
On ne change pas la nature d'une série en modifiant un nombre fini de valeurs de cette série.

C'est comme pour les suites. La nature d'une suite ne dépend pas des premiers termes de la suite.
La nature d'une suite ne change pas si on modifie un nombre fini de terme de la suite.

[11t ATTENTION !!! |I

Si on ne modifie pas la nature de la série en changeant les premiers termes, on modifie
en revanche la somme, la valeur de la limite des sommes partielles. Forcément. Comme on
change certains termes, on change la somme de ces termes. Et donc la somme de la série.

A

Exemple 1.5 :

Pour tout n > 2, on note u,, = ) et Yn > 1, on note v, = ————. Montrer que les séries > uy,

1
n(n—1 n(n+1)
et Y v, sont convergentes et calculer leurs sommes. Comparer ces deux séries.
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Proposition 1.3 (Caractérisation de la convergence d’une suite par des séries [v]) :
Soit (uy,) une suite numérique.
La suite (uy,) converge si et seulement si > (u,41 — uy,) converge.

Démonstration :
C'est du télescopage. > (unt1 — uyp) converge ssi (un+1 — ug) converge ssi (uy,) converge. O

Définition 1.4 (Reste) :
Soit > u, une série numérique.
Si > u, converge, on peut introduire la suite (R,)nen définie par

—+00 +oo n
vneN, R, = Z uk:Zuk—Zuk.
k=n+1 k=0 k=0

qui est appelé la suite des restes de la série Y u,,. Le terme R, est le reste de rang n de la série

> Un.

11t ATTENTION !!! |I

A La notion de reste d'une série n'a de sens que pour une série convergente. En effet, dans
I'expression du reste de rang n, la somme que I'on a contient une infinité de terme. Le reste
de rang n correspond a la somme de la série en enlevant les premiers termes. |l faut donc
pouvoir sommer une infinité de termes et donc que la série soit convergente.
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Proposition 1.4 (Lien restes et sommes partielles, nature de la suite des restes) :
Soit > uy, une série numérique.
Si > u,, converge, alors

+oo n +oo
VneN, Y up =Y u+ Y up=>S.+Rn
k=0 k=0

k=n+1
et de plus
—+o00
Ro= Y wp—0
n—-+4oo
k=n+1
Démonstration :

Soit n € N fixé et N > n. Alors

N n N
Z Up = Z Up + Z Uk
k=0 k=0 k=n+1

Comme la série > u, converge, on sait que la suite (Z]kvzo uk)N \ converge (puisque c'est la suite
€

des sommes partielles de la série) et (Z,QV:TLH uk)N N également puisque c'est la suite des sommes
€

partielles décalé d'une constante (en 'occurence Y ;_ug). En passant a la limite limy_, 4o, on

obtient donc
+00 n +o0o
D k= uk+ D uk
k=0 k=0 k=n+1
ce qui est le premier résultat de la proposition. On écrit alors

+00
n=0
Puis en isolant le reste de rang n et faisant tendre n vers 400, on montre le dernier point. O

Proposition 1.5 (Expression du terme générale a partir des sommes partielles et des
restes) :
Soit > u, une série numérique. Alors

Vn > 1, Up = Sn - Sn—l
et si > u, converge, alors en plus

VnZ 1, Unp :Rnfl —Rn
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Démonstration :
C’est facile. O

1.3 Opérations sur les séries convergentes

1.3.1 Linéarité

Théoréme 1.6 (Linéarité) :
Soit > uy et > v, deux séries convergentes de K et soit A\, i € K.
Alors la série >~ (Auy, + pvy,) est une série convergente et

“+o0o +00 +00

Z()\un+uvn) :)\ZU,L—F,MZU,L

n=0 n=0 n=0
Démonstration :
Ca se démontre facilement avec la définition d'une série convergente (suite des sommes partielles
convergentes) et la structure de K-ev des suites convergentes et la linéarité de la limite. U

Corollaire 1.7 (Structure des séries convergentes) :
L’ensemble des séries convergentes sur K est un K-espace vectoriels (de dimension infinie) et
I'application > u, +— Z;ﬁ% Uy, est une forme linéaire sur cet espace vectoriel.

Exemple 1.6 :
Montrer que si Y u,, et >_(u, + vy,) converge, alors > v,, converge.



1 SERIES NUMERIQUES 1.3 Opérations sur les séries convergentes

[11 ATTENTION !!! |I

Attention ! Pour écrire une relation du type

+oo +o0o “+o0o
D (un+vp) =D un+ Y vy
n=0 n=0 n=0
il faut que chacun des termes ait un sens. |l faut donc que les trois séries engagées soient
A convergentes. Il faut donc vérifier la convergence des trois séries. Ce n'est pas parce que
['une converge que les deux autres aussi.

En fait, avec la remarque précédente et la structure de K-ev, il suffit de vérifier la conver-
gence de deux seulement des séries impliquées. Mais il faut tout de méme le vérifier. Une
seule ne suffit pas. Il est absolument nécessaire de vérifier la convergence d'au moins deux
des séries. C’'est méme vitale. Exactement comme pour les suites. Ce qui permet d'éviter

d’écrire des aberrations du type
+oo +00 +oo
d 0= (—1)
= n=0 n=0

Exemple 1.7 :
Montrer que si Y u,, converge et > v, diverge, alors >_(u, + v,) diverge également.

[11 ATTENTION !!! |I

A Si > uy, et Y v, divergent, on ne peut rien dire de > (u, + v,,). Par exemple, pour u,, =1
et v, = —1, > uy et > v, divergent, mais >_(u, + v,) converge.
Et dans I'autre sens, si u, = 1+ 1/n? et v, = —1, alors > u, et > v, divergent, mais
S (un +vy) = 3. 1/n? converge (de somme ((2) que I'on reverra un peu plus loin).

10
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1.3.2 Positivité

Théoréme 1.8 (Positivité de la somme) :
Soit (un)nen € RY une suite a termes positifs.
Si >,en Un converge, alors

“+o0o
Z Uy > 0
n=0

Démonstration :
PP , s . N +o0
Par définition de la convergence d’une série, on a (ano un)N>0 converge vers > 20 u,. Et comme

la suite est a termes positifs, on a VN € N, 27]:[:0 Uy > 0. Puis par passage a la limite dans les
inégalités, on trouve le résultat. ]

J'utiliserais souvent |'abréviation SATP pour “suite a terme positifs”. Ce qui pourra également
servir pour “série a terme positifs” (ce qui est rigoureusement la méme chose).

Proposition 1.9 (Croissance de la somme) :

Soit (uy,) et (vy,) deux suites réelles vérifiant Vn € N, u,, < vy,.
Si > uy, et Y v, convergent, alors

+oo +oo
Z Uy < Z Un
n=0 n=0

Démonstration :
On pose w,, = v, —uy,. C'est une suite a terme positifs et on peut appliquer la positivité de la somme
pour une SATP. [l

Proposition 1.10 (Nullité) :
Soit (uy,) une SATP.
Si 3" uy converge et 3% u,, = 0, alors

YneN, u, =0

11
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Démonstration :

On note (S),) la suite des sommes partielles. Alors ¥n € N, S,41 — S, = upy1 > 0 donc la suite
des sommes partielles est croissante. C'est également une SATP. Et elle converge vers 0. Donc par
le théoreme de la limite monotone, on a Vn € N, 0 < S, < 0. Donc Vn € N, S,, = 0 ce qui nous
donne immédiatement Vn € N, u,, = 0. U

1.3.3 Cas complexe

Théoréeme 1.11 (Conjugaison et convergence) :
SOit (Zn)neN € (CN.
Si 3 z, converge alors > Z, converge et

400 +o0o
n=0 n=0

Démonstration :

[l suffit de repasser aus sommes partielles et d'appliquer ce que I'on sait sur les suites. Une suites
complexe converge si et seulement si la suite conjugué converge. Et on finit avec la limite qui est
une forme linéaire compatible avec la conjugaison. O

Théoréeme 1.12 (Convergence d’une série complexe par la convergence des séries des
parties réelles et imaginaires) :
Soit (z,) une suite complexe. On a équivalence entre :

(i) > 2z, converge

(ii) Y- Re(zy) et > TIm(z,) convergent

et dans ce cas :

“+o00 —+o00 “+o00
Dz =) Re(zy) +i Yy Tm(zy)
n=0 n=0 n=0

Démonstration :
(1) = (i7) | Il suffit de se rappeler Re(z,) = 1/2(2,+7%,) et Im(zy,) = 1/2(z, —Z,) et d'appliquer
le résultat le précédent, la structure de C-ev et enfin la linéarité de la somme.

(11) = (i) | C'est encore plus béte : z, = Re(z,) + i Im(z,). La encore, la structure de C-ev

12
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et la linéarité de la somme finissent le travail. O

1.4 Limite du terme général d’une série convergente

Théoréme 1.13 (Condition nécessaire de convergence d’une série [V]) :
Soit > u, une série numérique.

Si > u,, converge, alors u, ———
n—-+00

Démonstration :
On a Vn € N*,
Unp = Sn — On—1

Mais (Sp)nen et (Sp—1)nen+ sont deux suites convergentes. Donc la différence est encore une suite
convergente (puisque 'ensemble des suites numériques convergentes est un espace vectoriel) de
limite, la différence des limites (la limite est linéaire). Donc (uy)nen converge.

Mais comme ces deux suites ont la méme limite S = 3% u,,, on trouve alors

lm u,=8-58=0

n—-+00
O
Définition 1.5 (Divergence grossiére) :
Soit > u, une série numérique.
On dit que Y u,, diverge grossiérement si u,, —~— 0.
n——+o0o
Remarque :
En effet, on rappel que > u, converge =— u,, —— 0. Donc par contraposition, on a u, —#F—
n——+0o00 n—-+0o

0 = Y u, diverge. Et c’est ce type de divergence de la série qu'on appelle divergence grossiére.

13
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[11 ATTENTION !!! |I

Toute série divergente ne diverge pas grossierement. En fait, les séries qui diverge
grossierement sont les moins intéressantes. Justement parce qu'elles sont grossiéres. Elles
A sont donc tres loin de converger et n'ont donc que peu d'intérét. Les séries divergentes mais
dont le terme général tend quand méme vers 0 sont presque convergentes. Elles sont donc
presque intéressantes. Donc elles peuvent avoir un intérét quand méme.
Mais attention aux raccourcis. Ce n’est pas parce que le terme général tend vers 0 que la
série est convergente. Ce serait trop facile. Et ce n'est pas parce que la série diverge qu’elle
diverge grossierement. Ca ne suffit pas.

Exemple 1.8 :
La série harmonique Y~ 1/n diverge mais ne diverge pas grossiérement.

1.5 Cas des SATP

Théoréme 1.14 (Critéere de convergence des SATP [V]) :

Soit 3 u, une série numérique telle que Vn € N, u, > 0. Alors on a équivalence entre
(i) > u, converge
(i) 3IM e Ry, Vn e N, Y p_our < M (i.e. la suite des sommes partielles est bornée).

Démonstration :

On note, comme a l'accoutumée, (S,) la suite des sommes partielles. Alors (S,) est une suite
croissante. Et donc, pas théoreme de la limite monotone, elle est convergente si et seulement si elle
est majorée. O

Remarque :
Par contraposition, si Y u,, est une SATP divergente, alors >"}'_ us -—+—+ ~+00.
n—-+0oo

Exemple 1.9 :

Montrer que > 1dsin(n)

n(n+1) converge.

14
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1.6 Comparaison entre SATP

Théoreme 1.15 ([v]) :
Soit " u, et > v, deux SATP telles que Vn € N, 0 < uy, < v,

(i) Si > v, converge, alors " u,, converge
(i) Si X" uy, diverge, alors 3" v, diverge.

Dans le cas ol les deux séries sont convergentes, on a
“+oo “+oo
§ Up < § Un
n=0 n=0

Démonstration :

(i) OnavVneN, 7 gur < Sr_ovk < 3F2 v, = M (indépendant de n). Donc 3" u,, est une
SATP dont la suite des sommes partielles est majorée. Donc > u,, converge.

(ii) c'est la contraposée du point précédent.

Remarque :
Le résultat est identique si I'on a la relation de comparaison seulement APCR. En effet, enlever les
premiers termes ne va enlever qu'un nombre fini d'élément et donc ne rien changer a la convergence.

Exemple 1.10 :
Montrer que 3" 1/n? converge.

Exemple 1.11 :

Montrer que >, - }Ln—ﬁ diverge.

15
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Théoréme 1.16 (Nature d’une SATP par équivalence [v]) :
Soit > uy, et > v, deux séries numériques telles que Vn € N, u,, > 0 et v,, > 0.
Siu, ~ wvyalors> u, et} v, ont méme nature.

n—-+oo

Démonstration :
On sait qu'APCR, on a 1/2v,, < u,, < 2v,. Et comme ce sont des SATP, le théoréme de comparaison
des SATP nous fournit alors le résultat. O
Exemple 1.12 :

Z - 1 1
Déterminer la nature de Y 2 et > pERE

Remarque :
Evidemment, on a une version similaire pour les série a terme négatif. On ne le précisera pas a chaque
fois. Il suffit de multiplier par —1.

[11t ATTENTION !!! |I

Pour que le théoréeme fonctionne, il faut avoir des séries a termes de signes constants et de
méme signe. Sinon, ¢a ne fonctionne pas.

A\

Exemple 1.13 :
—1)"

s —1)n . .
On considére u,, = (\/F)L +% et v, = (\/ﬁ . Alors w,, ~ v, mais > u, diverge, alors que > v,
oo

n—-+

converge. Voir le cas des séries alternées.

Remarque :
On sait que si u, ~ vy, alors les suites ont le méme signe APCR. Donc dans la pratique, il suffira de

16
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vérifier |'équivalence entre les deux suites puis le signe de I'une seule des deux. Le signe de la seconde
suite sera alors obligatoirement comme il faut.

1.7 Convergence absolue

J'ai déja laissé entendre au cours de I'année qu'il existait pluisieurs type de continuité et également
plusieurs types de convergence. Et bien voila un nouveau type de convergence.

Définition 1.6 (Convergence absolue, Convergence simple) :
Soit > u, une série numérique (donc réelle ou complexe).

= On dit que Y u,, converge absolument si > |u,| converge.

= On dit que " u, converge simplement si > u, converge.

On notera que peu importe si Y. u, est une suite réelle ou complexe, Y |u,| est toujours une
SATP.

Exemple 1.14 :

s . —1)"
La série > % converge absolument

Je noterai souvent “cv” pour convergence, “cvs” pour convergence simple (pour insister) et “cva”
pour convergence absolue.

Théoréme 1.17 (CVA — CVS [V]) :
Soit > u, une série numérique.
Si > u,, converge absolument, alors Y u,, converge et

+o0o
>
n=0

+oo
< Z [t | [Inégalité triangulaire]
n=0

Démonstration :
[l faut distinguer trois cas.

(i) Supposons que > u,, est une SATP. Dans ce cas, il n'y a rien a démontré. Elle est égale a la
suite de ses valeurs absolues.

(i) Supposons que 3" u, est une série réelle. On introduit les suites (u;}) et (u,,) définie par

Vn €N, u} = max(0,u,), wu, = —min(0,u,)
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1 SERIES NUMERIQUES 1.7 Convergence absolue

Dans ce cas, les suites (u;) et (u,,) sont deux SATP et on a Vn € N, u, = u — u,, et

|un| = w4+ u,, . Comme on a Vn € N,

0<u

no U; S|un|

la comparaison des SATP nous permet de dire que > u," et > u, convergent. Dans ce cas,
les séries > (u;” —u;, ) converge également comme somme de deux séries convergentes et donc
> u, converge en particulier. Et enfin, VN € N,

N N
Ejun §;§:|uﬂ
n=0 n=0

ce qui nous donne le résultat final par passage a la limite.

(iii) Supposons maintenant que > u, est une suite complexe. On a alors Vn € N,
| Re(un)|, |Im(u,)| < |uy,| et donc, > Re(up) et > Im(u,) sont des séries convergentes
en vertu du point précédent. Enfin, par combinaison linéaire, on en déduit que Y u, =
> (Re(uy,) +iIm(uy)) est une série convergente. On peut alors écrire I'ingéalité triangulaires
au niveau des sommes partielles et passer ensuite a la limite comme au dessus.

O

Remarque :

On a donc
tous le temps : CVA = CVS

et
pour les SATP : CVA < CVS

11t ATTENTION !!! |I

Il n'y a pas équivalence! La convergence simple n'implique PAS la convergence absolue. La
convergence absolue est plus forte que la convergence simple. C'est plus dure de converger
absolument que de converger simplement.

A La raison essentielle est que dans la convergence absolue, on ne prend pas en compte

les signes. Donc la série que I'on considére doit avoir les bonnes propriété pour pouvoir
converger indépendamment des considération de compensation dii a des changement de
signe. Alors que dans la convergence simple, la série pourrait étre essentiellement moche
mais les changements de signes pourraient compenser suffisamment la laideur de la série

pour faire en sorte que globalement, la série converge.
(_1)n+1

converge simplement mais ne converge pas absolu-
n

Par exemple, la série >, ~¢
ment.
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1 SERIES NUMERIQUES 1.8 Convergence par relation de comparaison a une SATP

Exemple 1.15 :
Montrer la convergence de la série

sin(n?)
2ty

Remarque (Semi-convergence) :
En fait, les séries simplement convergentes mais qui ne sont pas absolument convergentes s'appellent
des séries semi-convergentes. Cette notion est hors programme pour cette année.

Remarque :

On vient de voir ici une nouvelle forme de convergence : la convergence absolue. Un peu comme la
continuité uniforme par rapport a la continuité simple. Il est existe d'autres types de convergence
mais qui ne sont toujours pas au programme et qui ne s'utilise pas dans le cadre des séries. Vous en
verrez une nouvelle I'année prochaine avec les série entiére (la convergence normale).

En tout, il existe 3 types de convergences. Il y a la convergence simple pour les suites; la
convergence simple et la convergence absolue pour les séries numériques; la convergence simple, la
convergence uniforme pour les suites de fonction; la convergence simple, la convergence uniforme,
la convergence absolue, la convergence normale pour les séries de fonctions.

Avec les séries entiéres de deuxiéme année, qui sont des séries de fonctions un peu particuliéres,
vous verrez ces différents types de convergences.

1.8 Convergence par relation de comparaison a une SATP

On va utiliser les relations de comparaisons que I'on avait intoduit sur les suites, c'est-a-dire que
nous allons utiliser les équivalences de suites, les o et les O.

Pour que I'on puisse déduire quelque chose d'une relation de comparaison entre deux
A suites, il faudra toujours se ramener a des SATP. Si I'on a pas des SATP, on ne pourra rien
dire.
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1 SERIES NUMERIQUES 1.8 Convergence par relation de comparaison a une SATP

Théoréme 1.18 (Comparaison a une SATP avec des O [V]) :
Soit Y uy,, une série numérique (réelle ou complexe) et > v, une SATP (donc réelle) et telle
que u, = O(vy).

n——+

(i) Si > vy, converge, alors > u,, converge absolument et de plus
+oo +oo
(i) Si > uy, diverge, alors > v, diverge et de plus,

Z U, LT @) <Z vk>
k=0 k=0

Démonstration :
Par définition, IM € R, et Ing € N tels que Vn > ny, |u,| < Mv,. Comme Y v, converge, on a
> uy cva et donc cvs. Par ailleurs, au niveau des sommes partielles, par inégalités triangulaires, on a

Yn > ng, Zuk<z|uk|<MZUk

k=ng

et donc en faisant tendre n vers l'infini,

+o0o +00
Vn > ng, Zuk SMZUk

k=ng k=ngo
d'ol
“+oo
R-Y - oY
=n k=ng

Le second point est essentiellement la contraposée du premier point. |l faut juste montrer la
relation de comparaison. On a Vn > ny,

+ Z ||

k=ngp+1

<cst+ M Z Vg
k=no+1

n
<cst+ MY v
k=0
La constante est indépendante de n et positive. Et > v, est une SATP divergente, donc cst =

n—+oo
0(XF_ovk). Donc Ve > 0, In; > ng tel que Vn > ny, [ F_ouk| < (e+M) > }_, vk. Finalement, en
prenant e = M par exemple, onaVn > ny, Y p_ouk| < 2M >3 _ovk. Autrement dit, > ) _qur =

n—-+oo

0O (EZ:O V). U

20



1 SERIES NUMERIQUES 1.8 Convergence par relation de comparaison a une SATP

On obtient un résultat similiaire pour les o et ~.

Corollaire 1.19 (Comparaison a une SATP avec des 0) :
Soit > u, une série numérique (réelle ou complexe) et > v, une SATP (donc réelle) et
U, = ovy).

n——+oo

(i) Si 3" vy, converge, alors Y u,, converge absolument et de plus,
“+o0o +00
u =
S = o)
k=n k=n

(ii) Si > u, diverge, alors > v, diverge et de plus,

Corollaire 1.20 (Comparaison a une SATP avec des ~) :
Soit Y u, une série réelle et Y v, une SATP (donc réelle) et u,, ~ wv,.

n—+

(i) Si > vy, converge, alors Y u,, converge absolument et de plus,

+oo +0o0
D Un

N—+oo
n=N

Un
n=N

(i) Si > wuy, diverge, alors > v, diverge.

N N
nZ::Oun N;\jroo Z Un

n=0

Les deux démonstrations précédentes sont tres similaires a la précédente. Dans le cas o, on
remplace simplement les O par des o et les M par des € > 0. Dans le cas u,, ~ v,, on utilise la
caractérisation u,, — v, = o(v,,) et reprendre le résultat sur les o.

Exemple 1.16 :
e~ " sin(n)+cos(n)

Déterminer la nature de la série > (7 —n+6) sm(1/m) "
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1 SERIES NUMERIQUES 1.9 Produit de Cauchy

[11 ATTENTION !!! |I

Il est indispensable de se référer a une SATP. Si on ne compare pas a une SATP, tout peut
devenir faux.

Contre-exemple :

TS _ (71)’"‘ l _ (*1)’” 1 ~
On considére u,, = NG + o etwv, = N On peut montrer facilement que u, et Up,.

De plus, >" v, converge (voir les séries alternées) alors que Y u,, diverge a cause de la série
harmonique.

Contre-exemple :

—1)nt1 . s . . .
On pose u, = 1/netv, = % Alors >" u,, diverge (série harmonique) mais ) v, converge
(voir les séries alternées). Pourtant w,, = o(vy).
n—-+oo
Remarque :

Dans le cas des équivalences, comme deux suites équivalentes ont le méme signe, dés que l'une
est de signe constant, la seconde le sera aussi. Ce qui n'est pas le cas pour les autres relations de
comparaisons.

1.9 Produit de Cauchy

Définition 1.7 (Produit de Cauchy) :

Soit (un)nGNv (Un)neN € (CN-
On définit le produit de Cauchy des deux suites (uy,) et (v,) par la suite (wy,)

n n
VYneN, w, = Z UpVp—f = Z Up— kU = Z UpUyg.
k=0 k=0 pt+qg=n
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1 SERIES NUMERIQUES 1.9 Produit de Cauchy

Proposition 1.21 (Produit de Cauchy de séries absolument convergentes) :
Soit (tn)nen, (Un)nen € CN et (wy,) la suite des produit de Cauchy associée.
Si > u, et Y v, sont absolument convergentes, alors Y~ w,, est absolument convergente et

+00 +00 n +o00 400
Z Wnp = Z Zukvn,k = ( un> <Z ’Un> .
n=0 0 n=0

n=0 k=0 n—

Démonstration :
Commencons par le cas des SATP. Posons Vn € N, U,, V,, et W,, les sommes partielles des trois
suites (uy), (v,) et (wy,). On a alors

n k
vneN W, = ZZuivk,i
k=04i=0

- Y

k=0 0<i,j<n
itj=k

car u,v € (Ry)N

INA
|
\:M‘
£
Q@

0<i,5<n
n n
= (Z uz> Z ’UJ
=0 7=0

A\

Jr
Mg

£
N———
Jr
Mg

§
N—————

n=0

Donc ), cn Wy, converge par critere de convergence des SATP. On a alors automatiquement, par pas-
sage a la limite dans les inégalités ou par théoréme de limite monotone, 3720 w,, < ( e un) (Z:ﬁ% vn>.
De plus,

vn eN, U,V, = (Z u> > v
i=0 j=0
= Z uin
0<i,j<n

-3
i,jEN
ij<n
Z UjVj car SATP
i,jEN
i+j<2n
2n 1
=D uivm-j

i=0 j=0

IA
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1 SERIES NUMERIQUES 1.9 Produit de Cauchy

2n
-3
=0
= Ws,

Avec les deux calculs précédents, on a donc Vn € N, W,, < U, V,, < Wa,. Or (W,) converge
(suite des sommes partielles), (Uy,) et (V},) également, donc, par sous-suite d'une convergente et par
passage a la limite dans les inégalités, on en déduit W = UV, i.e.

Revenons au cas général. On consideére donc (uy), (v,) € CY absolument convergentes, et la
suite (w,) obtenu par produit de Cauchy des suites (u,) et (v,). On pose (U,), (Va,), (W),) les
suites des sommes partielles respectives de (uy,), (vy) et (wy) et (U},), (Vi) les suites des sommes
partielles des suites (|uy|), (|vn|) respectivement. On note enfin (W) la suite obtenue par produit
de Cauchy de (Juy,]) et (Junl)-

Alors, par inégalité triangulaire,

n
Vn/GIN,Lwn|§;§:|UkHUn_kL
k=0
Or, par le cas précédent, la série de terme générale (3 1 _ |ug||vn—k|) est une SATP convergente.
Donc, par comparaison de SATP, 3 |w,| converge. Et donc > w,, converge absolument.
De plus,

Vn eN, |U,V, —W,| = Z Ujvj — Z Ui;

0<i,j<n 0<i,j<n
i+i<n

= E Uﬂ@
0<ij<n
i+j>n
E |uivj| inéga tri
0<i,j<n
i+j>n

= > uilluil = > fwally

0<i,j<n 0<ij<n

IN

= U V=W,

Or (W) correspond a la suite des sommes partielles de la série produit de Cauchy des suites (Juy|)
et (Jun|) dont les suites des sommes partielles sont (U},) et (V). Donc, d'aprés le cas précédent

(W),) converge vers la méme limite que le produit (U] V,)). Autrement dit, U} V,, — W}, — 0.
n—-+0oo

Donc U, V,, — W,, ——— 0. Et donc, par unicité de la limite,

n—-+o0o
“+o0o +oo +oo
S (£4) (£
n=0 n=0 n=0
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2 CRITERES DE CONVERGENCES

Exemple 1.17 :
Soit (up)neny € C™ telle que > u,, est absolument convergente. Soit Vn € N, v, = 2% Sr_o 2k ug.
Montrer que la série > v, est absolument convergente et déterminer sa somme.

2 Critéres de convergences

2.1 Séries de références

Pour justifier des convergences (ou divergence) de séries, on peut se ramener a des séries de
références et utiliser des comparaisons des termes généraux.

Théoréme 2.1 (Séries de Riemann [V]) :
Soit «« € R.
La série anl n% converge si, et seulement si, a > 1.

Démonstration :
Supposons a < 1.

Alors Vn > 1, n% > %
diverge.

Supposons a > 1.

La fonction = — 1/2* est décroissante sur |0, +oc[. Donc Vk > 2, Vz € [k — 1 k], 1= < & <

ﬁ et donc, par intégration,

. Or la série harmonique diverge, donc par comparaison des SATP, >, -, ~=

k
vk > 2, 1§/ de
ka kflxa

On en déduit facilement par sommation,

1 " dx -1 1 1" 1 1 1
V >2, — < _ | — = 1— <
"= ];214:‘1_/1 el Lx—l:va*lL a—l( nal)_a—l

Et en notant (S;,) la suite des sommes partielles de la série 3, ~; 1/n%, on obtient donc

1
a—1

=M

n
1
Vn>2 Sy=1+3) -2 <1+
k=2

Donc la série des sommes partielles est majorée. Mais d'autre part, la série est une SATP donc par
caractérisation des SATP convergente, la série >, ~; 1/n® converge. ]
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2 CRITERES DE CONVERGENCES 2.1 Séries de références

Remarque : )
Attention a ne pas confondre SERIES de Riemann et SOMMES de Riemann.

Remarque (Fonction ( de Riemann) :
On notera donc ¢ la fonction définie sur |1, +oo[ qui vérifie

+00 1
n=1
En particulier, on retiendra :
+oo 1 772
2) = E — = —

Exemple 2.1 :
Discuter (ou rediscuter) de la nature de 3> 1/n, 3. 1/n2, 3.1/y/n.

Remarque :
Puisque >",~; 1/n“ est une SATP, il est possile de s'en servir comme point de comparaison pour
déterminer la nature d’'une série. Et c'est d’ailleurs ce qu'il faut faire. Une fois qu’on se donnera
une série, on essaira de la comparer (~, o, O, <) a une série de Riemann qui nous permettra de
déterminer la convergence de la série a étudier. |l faudra donc bien choisir le o et la relation de
comparaison pour pouvoir en déduire ce que I'on veut.

Attention cependant, ¢a ne marche pas a tous les coups. Les séries de Riemann sont bien, mais
pas encore assez pour donner la nature de toutes les séries. Par exemple, avec seulement les séries

de Riemann, il n’est pas possible de déterminer la nature de la série 3,59 ——.

On retiendra donc :
Comparaison a une série de Riemann

(i) Siu, —#+— 0, alors > u,, diverge grossiérement

n—-+o0o
(i) Siuy ~ n% avec C # 0, alors 3 u, converge ssi o > 1.
(iii) Siu, = o0(1/n%) avec a > 1, alors >" u,, cva

(iv) Siu, ~ % avec C # 0, alors ) u, diverge.

n—-+oo
Exemple 2.2 (Série de Bertrand) :
Montrer que Vo > 1 et V3 € R, la série

est convergente.
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2 CRITERES DE CONVERGENCES 2.1 Séries de références

Exemple 2.3 :
Déterminer la nature des séries

cos(n) B arctan(n)
Z n3 Ze , Z(nln(l—i- 1/n) — cos(1/y/n)), Zﬁ

Proposition 2.2 (Série géométrique) :

Soit q € C.
S q" converge si et seulement si |g| < 1 et dans ce cas 3,7 ¢" = l—iq. La série diverge
grossiérement sinon.
Démonstration :
Bon. Passons. O

Théoréme 2.3 (Série exponentielle) :
La série >_,,> Z% converge pour tout z € C et

oo
+ on

zZ __
VzeC, e _Zﬁ
n=0

Démonstration :
On a déja démontré ce résultat dans un exercice dans le chapitre d'intégration dans le cas d'une
variable réelle.

Par conséquent, la série 3, ~¢ %’,L est une série absolument convergente. Donc elle converge. Le
calcul de la somme se fait similairement au cas réel. ]

Exemple 2.4 :

L. —1)" 2n
Montrer que la série 3, ((% converge pour tout z € R et calculer sa somme.
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2 CRITERES DE CONVERGENCES 2.2 Critére de convergence

Exemple 2.5 :

Montrer que la série >,

2.2

22n+1+zn+1

= converge et calculer sa somme.

Critére de convergence

Théoréeme 2.4 (Régle de D’Alembert [V]) :
Soit > u, une série numérique telle que Vn € N, u,, # 0 et

Un41
Unp,

L leR, U {+oo}

n—-4o00

Alors :

(i)
(i)
(iif)

Si £ > 1, alors > u,, diverge grossieérement
Si ¢ < 1, alors 3" u, converge absolument

Si ¢ =1, on ne peut rien conclure (il faut étudier au cas par cas)

Démonstration :

(i)

(ii)

(i)

Comme ¢ > 1, on sait Ing € N tel que Vn > ng, |up+1/un| > 1. Donc la suite (Juy|) est
croissante. Dans ce cas, elle ne peut converger vers 0 que si elle est constante égale a 0 puisque
c'est une suite positive. Mais c'est exclu par hypothése. Donc elle ne tend pas vers 0 et donc
la série diverge grossierement.

On se place dans le cas ¢ < 1. Soit € > 0. Donc Ing € N, Vn > ng, £ —e < |upt1/un| < L+e.
Autrement dit |up+1| < (£ + €)|uy|. Puis par une récurrence simple, on a ¥n > ng, |u,| <

(€ + )" 70|y | = M (£ + €)™ avec M = ol

On choisit alors € > 0 tel que 0 < £ 4+¢ < 1. Alorsdans cecasonau, = O(({+¢e)").

n——+oo
Et > (¢ + €)™ converge. Donc 3 u,, converge absolument.

On prend u,, = n% avec « € R. On sait alors que > u,, converge si et seulement si « > 1. Et

pourtant u,11/u, — 1. Donc ¢a dépend des fois.
O

Remarque :

Ce critére est particulierement intéressant pour les séries dont le terme général est un produit,

donc dont le rapport wu,11/uy, est plus simple que I'expression de base.
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2 CRITERES DE CONVERGENCES 2.3 Cas des séries alternées

convergence prend tous son sens avec des séries dont le terme général est composé de factoriel. Mais
pas que, bien siir.

Exemple 2.6 :
Déterminer la nature de >, ~( uy, avec u, = (217)
Exemple 2.7 :

Déterminer les = € R tel que la série n? 4+ 1)2"T 12" converge (ce genre de séries s’appellent
n>0
des séries entiéres que vous étudierez en détail I'année prochaine).

Exemple 2.8 :
Etudier la nature de la série > n% de deux facons différentes.

Remarque :
Il existe d'autres critéres de convergence. Comme la regle de Raabe-Duhamel, la régle d'Abel etc.
Seul le critére de D'Alembert est au programme.

2.3 Cas des séries alternées

Définition 2.1 (Série alternée) :
Une suite réelle (uy,) est dite alternée si les signes de chacun de ses termes sont alternés, autrement
dit Vn € N, upu,+1 < 0. Ou bien encore ¥n € N, u,, = (—1)"|uy| ou uy = (—1)" L |uy,).

Le critére spécial de convergence des séries alternées n'est officiellement pas au programme de
sup. Mais la méthode (i.e. la démonstration) de convergence, elle, I'est. Et le critére spécial des séries
alternées est au programme de deuxiéme année (sauf de la PT). Donc autant le voir directement.
Ca simplifie grandement la vie.

Exemple 2.9 :
Yo — n—1 - n+1 Yo Ve - Yo
Lesséries >~ % et) > In (1 + %) sont des séries alternées. Mais la série > cos((12n+

5)m/12) est également une série alternée.
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2 CRITERES DE CONVERGENCES 2.3 Cas des séries alternées

Théoréme 2.5 (Théoréeme spécial des séries alternées (TSSA)) :
Soit > uy,, une série alternée.
Si (|uy,|) est décroissante et convergente vers 0, alors Y u,, converge et de plus,

» VneN, R, = Z:"%H ug, est du signe de wu, 1

» VneN, |R,| = ‘Zk n+1uk‘ < Jun+1]

Démonstration :
Sans perte de généralité, on peut supposer que Vn € N, u,, = (—1)"|uy,|. On va montrer que (Say,)
et (San+1) sont adjacentes.

Commencons par le plus facile. On a So,11 — Sop, = uopt1 m 0. Soit maintenant n € N.

Sont+1 — Son—1 = U2nt1 + U2n = |u2n| — |u2n+1| < 0 puisque la suite (Juy,|) est décroissante. Donc
(San+1) est décroissante. Et So, 0 — S2, = Uopt2 + Uznt1 = |Uont2| — |u2nt+1| = 0 pour la méme
raison. Donc (S2;,) et (S2,41) sont adjacentes.

Ces deux suites sont donc convergentes. Donc la suite (S),) est convergente et par définition
d'une série convergente, > u,, est convergente. Et on a donc Vn € N, So,11 < § < Sy, avec S
la somme de la série. Puis, par différence, Vn € N, —Rg,11 < 0 < —Rg,. Autrement dit, Vn € N,
R, = (—1)"|R,| et donc R,, est du méme signe que uy,.

On utilisant Vn € N, R,, = S — S,,, on obtient Uop+1 < Rop <0 et 52n+1 <S5 <8y, < Szn+2
nous fournit 0 < Ropy1 < ugnt2. On a donc Ray, € [ugn+1,0] et Ropt1 € [0, ugnt2] ce qui termine
la démo. [l

Les séries alternées donnent facilement des exemples qui ne convergent pas absolument mais qui
-1
convergent simplement, comme par exemple la série E )

Exemple 2.10 :
7 . 1)— _1 n
Déterminer la nature de >+ % et > >0 n3+)n
Exemple 2.11 :
s —1)" —1n . .
On considere u,, = (\/ﬁ) —|—% et v, = (\/% . Alors u, .07, Un mais > uy diverge, alors que > v,

converge.
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3 APPLICATIONS

[11 ATTENTION !!! |I

Le CSSA n'est qu'une implication. La réciproque est fausse. Il existe des séries alternées

A convergentes qui ne vérifie pas le CSSA. Par exemple, la série )", < u, est une série alternée

convergente pour Vn € N, ugpy1 = —2% et Vn > 1, ugy = % Et pourtant, elle ne vérifie
pas le CSSA (la suite (|uy,|) n'est pas décroissante).

Cependant, on notera que la condition de convergence de la suite est un condition
nécessaire : toute série alternée convergente vérifiera obligatoirement au moins cette condi-
tion. Donc seul la condition de décroissance peut échouer.

3 Applications

3.1 Comparaison série/intégrale
La proposition suivante est une “astuce” classique que I'on a déja utilisée plusieurs fois.
Comparaison série / intégrale
= Pour une série de la forme 3 f(n).
» Vérifier que f est monotone sur R .
= Donner un encadrement de f sur chacun des intervalles [k, k + 1] pour k € N.
= Intégrer I'encadrement, puis sommer.
= Conclure.

Plus concrétement, dans le cas ot f est décroissante et positive, on a : Vn € Net Vt € [n,n+1],
f(n+1) < f(t) < f(n). On en déduit donc, par croissance de I'intégrale,

n+1
VnEN, f(n+1) < / F®)dt < f(n)
Puis, par sommation et la relation de Chasles, on a
N N+1 N+1 N
YN >0,3 flk+1)= > f(k) g/o ftydt <> f(k)
k=0 k=1 k=0

Mais par ailleurs, la suite des intégrales est une suite croissante puisque la fonction est positive.
Donc, par théoreme de la limite monotone, si elle converge, elle est majorée et donc la suite des
sommes partielles également, ce qui entraine la convergence de la série.

En particulier :

Proposition 3.1 :

Soit f : Ry — R décroissante, positive et continue par morceaux.
Alors Y~ f(n) converge si et seulement si (frz) f(t)dt) ., estune suite convergente.
n>ng
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3 APPLICATIONS 3.1 Comparaison série/intégrale

Démonstration :
(j;:; f(t)dt), converge ssi la suite est majorée (suite croissante) ssi la suite (31 _y f(k))» est majorée
(comparaisons série/intégrale) ssi > f(n) converge (critére de convergence des SATP). O

Exemple 3.1 (Constante d’Euler) :
Montrer que 3y > 0 tel que > p_; % = Inn+~v+o(1).

La constante d’Euler a été calculé pour la premiére fois par Euler en 1781 avec 15 décimales. En
1790, Mascheroni en a calculé 19 décimales. Et depuis 2009, on connait un peu plus de 30 milliards

de décimal de ~.

Exemple 3.2 (Fonction ¢ de Riemann) :
On définit la fonction ¢ de Riemann par

+o00o 1
Vs > 1, ((s) = -
n=1
Montrer que la fonction { est bien définie.

C'est Riemann qui conjecture le premier (et démontre sa conjecture un peu plus tard) que
S # = %2. C'est lui aussi qui introduit le premier cette fonction (pas tout a fait en ces termes).
Elle jouera un rdle trés important en théorie des nombres. Cette fonction est trés liée a la répartition
des nombres premiers (a leurs position, et méme encore mieux : les zéros de ¢ donnent les nombres

premiers).

Exemple 3.3 (Série de Bertrand) :

Montrer que la série >, m converge si et seulementsia>loua=1et g > 1.

D'une certaine maniére, les séries de Bertrand permettent de combler les “trous” entre deux
séries de Riemann “successives”. Les séries de Bertrand permettent d’affiner le peigne des séries
convergentes de références. Mais “entre deux séries de Bertrand successives”, il reste encore tout un
monde. On pourrait alors introduire les séries > Etc.

1
n®In(n)? In(ln(n))7
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3 APPLICATIONS 3.2 Développement décimal

3.2 Développement décimal

On ne donne ici que quelques exemples d'applications. On peut en trouver beaucoup d’autres.
Et vous en verrez certains I'année prochaine.

Proposition 3.2 (Développement décimal) :
On note E = {(dy)nen € {0,...,9}", (d,) non stationnaire en 9}. Alors V2 € R, 3IN € N
et A(dp)nen € E tel que

+00d
=N+0,didy---=N —.
z +0,a1dz +nZ::110”

En particulier, N = |z| et Vn € N*, d,, = [10"z] — 10 [10" 'z ].

Démonstration (Sketch) :
Il faut ici montrer d'abord que les série > dk/lOk converge, montrer |'unicité, I'existence et que dans
I'existence, on a pas de suite stationnaire en 9.

Observons le dernier cas. On a 3 9/10% est seulement 9 fois la série 3_ 1/10¥ qui converge puisque
c'est une série géométrique de raison 1/10. La somme est alors Z;ﬁ% 9/10F = 92;208 1/10% =
%/10 = 10 que l'on peut exprimer égale sous la forme 10*(1 + 0+ ...). Et la méme chose se
produit pour les suites stationnaires en 9. Ce ne sont que des décalages de celle-ci.

Le reste n'est pas tres dur. La convergence peut s'obtenir par le critére de D'Alembert ou mieux :

dn — H pY H H . _ 10nI . .
1@ = O(1/10") et les comparaisons a des SATP terminent le travail. Si z,, = Lan (approximation
décimale par défaut de x), alors 2, — x. Or ldo—”n = Tp—xp—1 et donc la série est une série télescopique

de somme x —zp = x — |x|.

De plus, la suite (d,,) n'est pas stationnaire en 9. Si elle I'était, on pourrait considéré p € N tel
que 10Px a une partie décimale qui n'est composée que de 9. Et donc 10Pz = 1. Et donc x = 107P.
Et doncsin > p, on ad, = [10"z] — 10 [10"'z| =0 &,

L'unicité s'obtient aussi facilement par unicité de la limite. O

Exemple 3.4 :
Par I'argument de la diagonale descendante de Cantor, on peut montrer que [0, 1[ (et donc R) n'est
pas dénombrable.

En effet, raisonnons par I'absurde et supposons que [0, 1] soit dénombrables. Soit (z,,)n>1 la liste
des éléments de [0, 1[. Chaque z; a un développement décimal sous la forme z; = 0,d; 1d;2 ... di; - ...
On pose

1 sid 1
VYn € N*, a, = _ nn 7
2 sidyy,=1
et on pose y = 0,ajazaz--- = >4 o (ce qui a un sens puisque la série converge). Alors y €]0, 1]

et Vn € N*, y # x,, par construction.

33



3 APPLICATIONS 3.3 Fonction exponentielle

On vient donc de construire un élément de [0, 1] qui n'est pas dans [0,1[. &. Donc [0,1] n’est
pas dénombrable.

Exemple 3.5 (Paradoxe de Zénon) :

Les paradoxes de Zénon ont été créés par Zénon d'Elée pour illustrer le principe de Parménide selon
laquelle toute évidence des sens est fallacieuse. Autrement dit, ce sont des paradoxes qui vont dans
le sens de I'intuition mais qui aboutissent a des contradictions logiques. Les paradoxes imaginés par
Zénon sont essentiellement équivalents les uns aux autres. Le plus connus étant le paradoxe d’'Achille

et la tortue.
On va se contenter de la version du paradoxe de dichotomie énoncé par Aristote :

Si sur une grandeur d, on prend la moitié, puis la moitié de la moitié puis encore
la moitié du reste, et ainsi de suite sans limitation de divisions, la grandeur obtenue en
additionnant une moitié de chaque division successive (division appelée dichotomie) ne
pourra jamais étre égale exactement a la distance d. Avant d’arriver a son but, un mobile
doit arriver a la moitié de son parcours. Mais auparavant, il doit arriver a la moitié de
la moitié... Le mobile doit parcourir une quantité infinie d'unités d'espace. Il n'arrivera
donc jamais a son but.

Il est facile de voir comment peut arriver Achille et la tortue dans I'histoire. Quoiqu'il en soit,
montrer que la fleche atteint bien son but.
[Voir derniére page]

3.3 Fonction exponentielle

Définition-Propriété 3.1 (Exponentielle complexe (définition par les séries)) :
On définit
+00 Zn
Vz € C, exp(z) = Z

—-
n—0 n.

Démonstration :
Yo n n - N Yo
La série >, %7 est absolument convergente car =; ST 0(1/n?) et par comparaison 3 des série

a termes positifs. O
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3 APPLICATIONS 3.3 Fonction exponentielle

Remarque :
C'est une autre définition de la fonction exponentielle. Il faut encore montrer que cette fonction
exponentielle coincide bien avec la fonction que I'on connat.

Proposition 3.3 (Propriété multiplicative de I’exponentielle) :

Vz,2' € C, exp(z + 2') = exp(2) exp(2’).

Démonstration :

1 . . 7 q* ya 7 . n m
C’est un corollaire immédiat des séries de Cauchy : les séries > -y % et >, oy 51 sont absolument
. k n—k
convergentes, donc par produit de Cauchy, >, x> 7o m est absolument converge,te et

, +00 N +00 on
exp(z) exp(z') = Z l Z nr
! = n!
n Zkzlnfk

+o0
= Z Z Hin ) produit Cauchy

Newton

|

+

1M

\

~
+
N\
=

Corollaire 3.4 (Morphisme de groupe) :
La fonction exp, au sens des séries, est un morphisme de groupe de (C,+) dans (C*, x).

Démonstration :
On a déja la compatibilité par rapport aux LCI. Il reste a vérifier que exp est bien a valeur dans C*.
Mais

Vz € C, exp(z)exp(—z) = exp(z — z) = exp(0) = 1 # 0.

Et donc Vz € C, exp(z) # 0. O
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3 APPLICATIONS 3.3 Fonction exponentielle

Remarque :
En particulier,
Vr,y € R, exp(z + iy) = exp(2) exp(iy).

Proposition 3.5 (Propriétés analytiques de exp) :
La fonction exp définie comme somme de la série >_ 2" /n! vérifie les propriétés :

1. exp(0) =1
2. exp |r est dérivable en 0 et (exp|r)'(0) =1
3. exp | est dérivable sur R et Vo € R, (exp [r)'(x) = exp |r(z).

Donc la fonction exp obtenue par somme d’une série correspond donc a la fonction exponentielle
donnée dans le cours d'analyse. Donc les deux fonctions coincident. Et donc, on a une autre définition
de la fonction exponentielle. Ce qui peut étre utile.

Remarque :
Les séries de la forme Y u,x™ s'appellent des séries entieres. Tout un chapitre de spé est consacrée a
I'étude de ces séries et notamment de leur propriétés analytiques (domaine de définition, de conver-
gences, de dérivabilité etc).

La fonction exponentielle est donc une série entiére.

Dans la suite, on va reconstruire des propriétés bien connues. Evidemment, on ne peut utiliser
ce qu’'on sait déja. Le but est de retrouver les propriétés a partir de la seule définition en tant que
somme de séries.

Démonstration :
Soit x € R*.
exp(z) — exp(0 1 I g RIS
P() p()zfzjzl—i-zil.
x x “— n! —  n!
n=1 n=2
Si z €] —1,1], alors Vn € N*, |z|® < |z et donc
00 = 1 n—1
exp(x) — exp(0) ’
1l = _
n=2
en utilisant les inégalités sur les séries absolument convergentes.
Donc exp est dérivable en 0 et exp/(0) = 1.
Enfin,siz e Ret h #0,
e h)—e exp(h) —exp(0
xp(z + })l xp(z) exp(x) xp(h) . xp(0) s exp(a)
et donc le dernier résultat. O
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3 APPLICATIONS 3.3 Fonction exponentielle

Proposition 3.6 (Fonctions cos et sin) :

On a
+00 (_1)nx2n 400 (_1)nx2n+1
Ve € R, cos(z) = —_— et sin(x) = -_
(z) Z (2n)! (z) Z (2n +1)!
n=0 n=0
Démonstration :
En utilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange a |'ordre 2n, on a
(_1)kx2k ‘$|2n+1
cos(z) — .
1| = |
= (2k)! (2n +1)!
. L, | |2n+1 n 2n
Or, par croissance comparée, G ?) 0. Donc la série Z W converge de somme cos(z).
On raisonne de facon similaire pour le sinus. O

Remarque :
On a donc autre également une autre définition de cos et sin comme somme de séries entiéres.

Proposition 3.7 (Lien entre exponentielle et cos et sin) :

Vo € R, exp(ixz) = cos(z) + isin(z).

Démonstration :
Lo s . 400 iPg”
Par définition, exp(z:c) >0 n, :
L n 277 1n1.2n+1 D b . | L. d . d
es séries Z 2n)' et Z e convergent. Donc par combinaison linéaire de suite de

séries convergentes et par regroupement par paquet sur une série absolument convergente

+00 ,L'2n$2n +o00 i2n+1x2n+1

@)l + 2 NCTESVE = cos(x) + isin(x).

exp(iz) =
n=0

Remarque :
On peut en déduire entre autre |exp(iz)|? = cos(x)? + sin(x)? = 1.
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4 FAMILLES SOMMABLES - ORDRE DE SOMMATION

Remarque :
L’application x — exp(ix) est un morphisme de groupe de (R, +) dans (U, x).

Définition-Propriété 3.2 (Définition de ) :
Si on note ¢ : (R,+) — (U, x) définie par ¢(x) = exp(iz), alors Jla > 0 tel que
ker(p) = aZ.

On définit 7 € R par 7 = 5.

Démonstration :
ker(¢) = {x € R, ¢(x) = 1} est une sous-groupe de (R, +). Donc ker(p) est soit de la forme aZ
avec o > 0, soit dense dans R.

On a cos(0) = 1 et 3e > 0 tel que Va €] — £,¢[\{0}, cos(xz) < 1. Alors ker(p)N] — &,0[= 0.
Donc ker(y) n'est pas dense.

Donc Ja > 0 tel que ker(p) = aZ.

Supposons o = 0. Donc ker(¢) = {0}. Et donc ¢ est injective. Soit =,y > 0 tel que cos(z) =
cos(y). Alors sin(z) = £sin(y) car cos(x)? + sin(z)? = 1.

Sisin(z) = —sin(y), alors ¢(x) = exp(ix) = cos(z)+isin(x) = cos(y) —isin(y) = exp(—iy) =
©(—y). Par injectivité de ¢, on en déduit x = —y avec toujours z,y > 0. &,

Donc sin(x) = sin(y). Donc ¢(z) = ¢(y). Et donc z = y. Donc cos est injective sur R. Mais ce
qui est impossible.

Donc a # 0. O

Corollaire 3.8 :
exp est 2im périodique.

4 Familles sommables - Ordre de sommation

On sait déja que dans une somme finie, I'ordre de sommation n’a pas d'importance. Autrement

dit,
Vo e Sy, Z T = ng(i)
k=1 i=1

En revanche, ce n'est plus le cas avec les séries : Z:{f{) Uy F Z;ﬁg Uy (p) avec o : N — N bijective.
1™

On peut le voir avec les séries alternées : on sait que la série >, -4 (_T
commence par sommer les termes paires, on obtient la série harmonique qui diverge.

converge, mais si on
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4 FAMILLES SOMMABLES - ORDRE DE SOMMATION 4.1 Cas des réels positifs

De méme, on peut regrouper par paquet sans trop de précautions dans une somme finie :

A=BUCfini = > z,=> x+ >
kecA beB ceC

Mais ¢a ne fonctionne plus dans les séries : en reprenant de nouveau la série alternée -, -, (—1)"/n
convergente, si on regroupe les termes paires d'un coté et les termes impaires de |'autre, on se
retrouve avec deux séries divergentes.

En fait, dans le cas d'une série alternée, il est possible de réarrangement les termes pour avoir
une séries convergente vers n'importe quel réel :

Théoreme (HP) 4.1 (Théoréme de réarrangement de Riemann)

Soit Y, cn Un une série alternée semi-convergente (convergence simple mais pas absolue).
Alors VA € R, Jo € S(N) telle que >%_o tug(ry ——— .

n—-+o0o

Il s’agit donc de prendre des gants lors de manipulation des sommes de séries. On ne peut pas
faire ce que I'on veut. C'est le passage a la limite qui complique grandement les choses.

En particulier, pour calculer des sommes de séries, il faut repasser aux sommes partielles, qui sont
des sommes finies et donc, sur lesquelles, toutes les manipulations sont autorisées. Puis, il faudra
passer a la limite et vérifier les éventuels soucis de convergences.

4.1 Cas des réels positifs

Définition 4.1 (Famille de réels positifs sommables) :
Soit I un ensemble (infini) dénombrable et (u;);c; € (Ry)! une famille de réels positifs.

On dit que la famille (u;);er est une famille sommable, si I'ensemble des sommes finies de
cette famille admet une borne sup finie, i.e. la famille est sommable si

sup{Zui, Fcl F fini} e R,y
i€l
existe. Dans ce cas, on note
Zui :sup{Zui, Fcl F fini} < +00
i€l ieF

la somme de la famille.
On note /!(I,R,) I'ensemble des familles réelles sommables indexées par I.

39



4 FAMILLES SOMMABLES - ORDRE DE SOMMATION 4.1 Cas des réels positifs

Remarque :
Si I est fini, on peut noter I = {iy,...,i,} et dans ce cas,

n
VE C I, Ffini, > u; <> uy,
S k=1

et ce majorant est atteint pour F' = I. Donc I'ensemble des sommes finies admet un maximum, donc
la famille est sommable et la somme de la famille est la somme des éléments, au sens du chapitre 1.
On s'y attendait un peu.

Dans le cas ou I = N, on retrouve une SATP. Et le théoréme de la convergence monotone nous
a déja donné la convergence vers la borne sup.

Exemple 4.1 :

1. la famille (z),cr, n'est pas sommable car I'ensemble {Eze{07”.7N} z, N € N} n'est pas
majoré.

2. La famille (ﬁ) est sommable.
n,meN*

Définition 4.2 :
Soit (un)nen € (Ry)N une SATP.
Si la série 3" u,, diverge, on notera 3729 u,, = +oo (la somme dans R).

Proposition 4.2 (Les SATP convergentes sont sommables) :
Les SATP convergentes sont des familles sommables.

Démonstration :
C'est évident. Mais il faut le dire au moins une fois. O

On rappelle que la notion de famille sommable est la généralisation de la notion de série.

Remarque :
On se contentera des familles sommables positives. Il est possible de donner un sens a des familles
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4 FAMILLES SOMMABLES - ORDRE DE SOMMATION 4.1 Cas des réels positifs

sommables sans tenir compte du signe (voir méme complexe). Mais ¢a engendre des grosses difficultés
techniques peu intéressantes. De toutes facons, la généralisation se fait par extension du cas positif,
a l'instar de la construction des séries.

Proposition 4.3 (Invariance de la somme par permutation) :
Soit I un ensemble dénombrable et (u;);cr € (Ry)7.
Si la famille (u;);c; est sommable, alors la somme est invariante par permutation, i.e.

Yo € Sy, Zul = Zua(i).

il el

Proposition 4.4 (Opérations sur les familles sommables) :
Soit I un ensemble dénombrable et (u;)icr, (vi)ier € (Ry)! deux familles de réels positifs et
A>0.

(i) Si (u;)icr est sommable, alors (Au;);ecr est aussi sommable et
Z)\ui = )\Zuz
icl il
(i) Si (u;)ier et (v;)ier sont sommables, alors (u; + v;);c; est sommable et

D (ui+vi) = ui+ Yy v

iel icl il

Démonstration :
Soit F' C I finie. Alors, la linéarité de la somme (finie) nous donne

Z)\ui:)\Zui et Z(ui—l—vi):Zui—i—Zvi.

S el el el el

Or (ui)ier est sommable, donc {3, ui, F' C I fini} admet une borne supérieure. Puis, par positivé
de X\, {A\Y;cpui, F C I fini} admet également une borne supérieure qui est A, u;. Donc
{3 icp Aui, F C I fini} admet une borne supérieure et par unicité de la borne supérieure, on a la
relation voulue.

On raisonne de la méme maniére pour la somme. O
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4 FAMILLES SOMMABLES - ORDRE DE SOMMATION 4.1 Cas des réels positifs

Théoréme 4.5 (Sommation par paquet dans les famille sommable (admis)) :
Soit I un ensemble dénombrable. Soit (I,,),cn une partition de I indexé par un ensemble N.
Soit (Ui)ie[ € (R+)I.

Alors

D ui= |2 ui
iel neN \i€l,

(i.e. on peut regrouper la somme en paquet définis par les I,,).

Corollaire 4.6 (Sommabilité des familles positives par les regroupements par paquets)

Soit I un ensemble dénombrable, (I,),cn une partition de I. Soit (u;);er € (Ry).
La famille (u;);cr est sommable si, et seulement si, Vn € N, (u;);cr, est sommable et
>onen (Xier, ui) est (une SATP) convergente.

Exemple 4.2 :

Montrer que la famille (*) est sommable.
nm(n+m) n,meN*

Remarque :
On notera que le résultat est vrai dans R. Si la famille est sommable, toutes les sommes sont finies
et toutes les séries qui apparaissent sont convergentes. Mais dans le cas ou la famille n'est pas
sommable, les sommes valent 400 et le résultat reste vraie.

C'est la positivité de la famille qui nous assure du bon fonctionnement.

Théoréme 4.7 (Théoréme de Fubini discret cas positif) :
Soit I, J deux ensembles dénombrable et (u; ;) jyerx.s € (R+)

Alors
Do uig =)D Ui =) ) uiy.

(4,5)eIxJ el jeJ jeJiel

IXJ yne famille de réels positifs.

Autrement dit, commencer par faire la somme en ligne, puis la somme des ces sommes, ou
commencer par faire la somme des colonnes et la somme des ces sommes, revient exactement au
méme.

Démonstration :
C'est le théoréme de regroupement par paquet : I X J = J e I X {j} = Ui} x J. O
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4 FAMILLES SOMMABLES - ORDRE DE SOMMATION 4.2 Cas des familles complexes

Exemple 4.3 :
On pose

(@] 5_‘,_.

Vn,k € N, Uk,n = {

Montrer que la famille (uy )k n)en2 €st sommable.

Remarque :

On pourrait insérer ici la définition des familles réelles sommables (plus nécessairement positives).
La définition s'appuie sur les familles réelles positives sommables : (u;);c; est sommable si (Ju;|)ier
est sommable. Puis > u; = S uf — Y ;.

Ensuite, on peut s'appuyer sur les familles réelles sommables pour construire les familles complexes
sommables. La structure du cours serait alors symétrique au cas des séries.

Mais cette construction, bien que probablement plus claire, est chronophage et nécessite de faire
plusieurs fois la méme chose. On va essayer de gagner du temps en passant directement aux fa-
milles complexes sommables (qui s'appuient sur les familles réelles, elles-mémes s'appuyant sur les
familles réelles positives sommables; donc les familles complexes s'appuient sur les familles réelles po-
sitives sommables). Comme R C C, I'extension directe aux familles complexes contiendra |'extension
intermédiaires aux familles réelles.

4.2 Cas des familles complexes

Définition 4.3 (Famille de complexes sommables) :
Soit J un ensemble dénombrable et (u;);e; € C”.

On dit que la famille (u;)je; est sommable si la famille (|u;|)jcs est une famille de réels
positifs sommables, i.e. si 3¢ s |u;j| < +oo.

On note ¢1(.J,C) I'ensemble des familles complexes sommables.

Exemple 4.4 :
Soit ¢ € C avec || < 1. Alors la famille (¢"!),.cz est sommable.

Remarque :
On a en particulier la définition de famille réelle sommable (plus nécessairement positive).
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4 FAMILLES SOMMABLES - ORDRE DE SOMMATION 4.2 Cas des familles complexes

Remarque :
Une suite donc la série est absolument convergente est une famille sommable, ie. si > u, est
absolument convergente, alors (uy,),ecn est une famille sommable.

Proposition 4.8 (Sous-famille d’une famille sommable est sommable) :
Soit .J un ensemble dénombrable, (u;)jc; € C et K C J.
Si (uj)jes est sommable, alors (uy)rck est également sommable.

Dans le cas ou la famille est réelle positive, on peut méme donner une inégalité sur les sommes
des deux familles.

Exemple 4.5 :

1 .
Montrer que <m> (nmycn2 N'est pas sommable.

n#m

Proposition 4.9 (Comparaison a des famille positive sommable) :
Soit J un ensemble dénombrable, (u;)jc; € C’ et (vj)jes € (*(J,Ry) telle que Vj € J,
|uj] < ;.

Alors (u;)jes est sommable et de plus,

Zuj < Zvj.

jEJ jeJ
Démonstration :
C'est assez évident : si K C J fini, alors >, [ug] < > per vk < > J € Juj. Donc I'ensemble des
sommes finies de la famille (|u;|);jcs est bornée et donc la famille est sommable. O
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4 FAMILLES SOMMABLES - ORDRE DE SOMMATION 4.2 Cas des familles complexes

Définition-Propriété 4.4 (Somme d’une famille sommable) :
Soit J un ensemble dénombrable et (u;);cs € £!(J,C).
On définit alors la somme de la famille (u;);cs par

= Si (ui)ier € RY,
Zui = Zuj - Zu;
icl icl icl

» Si (u;)ier € CT,

Zui = Ziﬁe(uz) —I—ZZJm(uZ)

iel il el

On rappelle : Vz € R, = max(z,0), 2~ = max(—xz,0) etz =27 —z~ et |z| =27 + 2.

Démonstration :
[l suffit d'utiliser les inégalités classiques sur les complexes :

Vi e J, Re(uy)™ < [Re(uy)| < |uyl

La comparaison a des familles sommables positive permet de conclure : toutes les familles sont
sommables. 0

Proposition 4.10 (Lien entre série complexe et famille sommable) :
Soit (Un)neN S (CN.

La famille (uy,)nen est sommable si, et seulement si, 3", i uy est absolument convergente.
Et dans ce cas, la somme en tant que famille sommable, coincide avec la somme, en tant que
série.

Remarque :
On rappelle que pour les cas des SATP, CVS <= CVA. Donc dans le cas d'une SATP, > u,
converge < (u,) est sommable.

Proposition 4.11 (Invariance de la somme par permutation) :
Soit .J un ensemble dénombrable, (u;);c; € ¢*(J,C).
Alors, pour tout o € Sy, (ug(j))jes est sommable et

Z Ug(j) = Z Uy

jeJ jeJ
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Démonstration :
Par définition, (|u;|)jcs est sommable. Donc, par invariance par permutation des familles réelles
positives sommables, (|uq(;)|)jes est sommable. Et donc (u,(j))jes est sommable, par définition.

Puis :
D oy = D Re(ug() +i Y Tm(ug(y)-

Jj€J JjeJ Jj€J

Puis, en utilisant les résultats sur I'invariance par permutation des familles réelles sommables,

Z i)fie(ug(j)) = Z %e(uj).

jeJ jeJ

D'ou le résultat. |

Remarque :
En particulier, si > u,, converge absolument, alors  u4(,,) converge aussi absolument et o0 U =
Z:i% Ug(n)-

Autrement dit, dans le cas de séries absolument convergentes, |'ordre de sommation n'a pas
d'importance.

Proposition 4.12 :
Soit .J un ensemble dénombrable et (u;);cs € £1(J,C).
Pour tout € > 0, il existe F' C J fini telle que

Zuj—Zuk <e.

jeJ keF

Démonstration :

Le plus simple est de commencer par le cas réel, puis de passer au cas complexe. Pour le cas réel,
on scinde la famille (u;) en (u;") et (u; ) qui sont deux familles réelles positives. Puis, par définition
de la somme d'une famille réelles positive et la caractérisation des bornes sup dans R, on peut
conclure. O
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Proposition 4.13 (Linéarité de la somme pour les familles sommables) :
Soit J un ensemble dénombrable, (u;);es, (vj)jes € £*(J,C) et X € C.
Alors (u; + Av;)jes € £1(J,C) et

Z(Uj + A\vj) = Zuj' —i—)\Zvj.

jeJ jeJ jeJ

Démonstration :
[l faut s'inspirer du cas réel positif. O

Théoréme 4.14 (Sommation par paquet (admis)) :
Soit J un ensemble dénombrable et (u;);cs € £*(J,C). Soit K un ensemble et (Ji)rcx une
partition de J. Alors

Zw=2(2w)

jed keK \jeJy
Exemple 4.6 :
On note Vn € N*, d(n) = Card(Div(n)) le nombre de diviseurs positifs de n. Alors
+00 a” +o00
~1,1 = ",
Va €] —1,1], nz::l T—an ;d(n)a

Théoréme 4.15 (Théoréme de Fubini discret (complexe)) :

Soit 1, J deux ensembles dénombrable et (ui ;) jyerxs € £*(I x J,C). Alors

S ey (z) -3 (Sw)

(3,5)eIxJ i€l \jeJ jeJ \iel

Remarque :
On peut généraliser facilement le résultat a un produit cartésien fini d'ensembles.
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Théoréme 4.16 (Théoréme de sommation par paquet pour une famille de complexes)

soit I un ensemble dénombrable, (I,,)nen une partition de I. Soit (u;);er une famille de
complexes.
Alors

Vn € N, (u;)icr, sommable
(ui)ier sommable <~
Ym0 (XZier, luil) converge

Dans le cas de sommabilité,

o5 (2u)

el n=0 \i€l,

Proposition 4.17 (Caractérisation de sommabilité des séries doubles) :
. 2
Soit (ap,g)pqen € C.

Alors
Vp €N, > |apq| converge
geN
(ap,q)p.qen Sommable <= oo
Z Z lapq| | converge
p>0 \g=0
En cas de sommabilité,
+00 +00 +00 +00
dowg=D D apg=) ) ang
p,qeN p=0¢=0 q=0 p=0
Démonstration :
Il suffit d'utiliser les définitions : (a, ) est sommable si et seulement si (|a, 4|) est sommable (dans
R, ) si et seulement si les séries sont convergentes par Fubini positif. [l
Exemple 4.7 :
On pose
2n+1 n n+1

Vn,m € N, = — — )
e m Un,m n+m+2 n+m+1 n+m+3

Montrer que (Upn,m)n,men n'est pas sommable.
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Corollaire 4.18 (Produit de familles sommables) :
Soit I, .J deux ensembles dénombrable, (a;)ic; € (*(I,C) et (b;)jes € (*(J,C).
Alors (aibj) (i jyerxs € LI x J,C) et de plus,

S o= (gu) ()

(i, J)EIxJ iel jeJ

Démonstration :
Soit K C I x J fini. On pose

I'={iel, 3jeJ, (i,j)e K}, J'={jeJ Jiel, (i,j) € K}
Comme K est fini, I’ et J' le sont également. Et alors K C I’ x J' et I’ x .J' est fini. Et donc
> ofabil <D aiby] = (Z \%I) (Z !bj\) < (Zl%) (Z!bj\)-
(1,))eK (3,7)el’x J’ icJ’ jeJ’ iel jedJ

Donc toutes les sommes finis de la famille (|a;b;|) (i j)erx s Sont majorées et donc la famille (a;b;) (i jyerx.s
est sommable.
Comme la famille (a;b;)(; j)erxs est sommable, par le théoréme de Fubini discret, on a

Z aib]’ = <Z ai> (Z b]) .
(i,)eIxJ iel jeJ

Remarque :

Le produit de famille sommable est la généralisation du produit de Cauchy pour les séries. En
effet, dans le cas de séries absolument convergentes, ce sont des familles sommables et en prenant
J = K =N, le produit de familles sommables ci-dessus correspond exactement au produit de Cauchy.
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