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Soit £ = R[X]. Soit n € N*. On note E,, = R, [X].
1. (a) Justifier que
ExXE — R
(PQ) = (PlQ)= [ P()Q(t)dt
est un produit scalaire sur F.
(b) Justifier que ® : E' x E — R définie par ®(P,Q) = (X P|Q) est une forme bilinéaire symétrique sur E.

2. On suppose qu'il existe un endomorphisme ¢ de E,, tel que

VP,Q € E, (Plp(Q)) = (P,Q).

(a) Montrer que, pour tout @ € E,, ©(Q) — XQ est orthogonale a tout P € E,,.
(b) Montrer que si deg(Q) <n — 1, alors p(Q) = XQ.
(c) On se place dans le cas n = 2. On vient de voir que p(1) = X et p(X) = X 2. Posons ¢(X?) = aX2+bX +c.
En exprimant le fait que (X?) — X3 est orthogonal 3 1, X et X2, montrer que ¢(X?) = %X.
(d) Former la matrice M de ¢ dans la base canonique (1, X, X?) de Ey et calculer, pour tout A € R, le
déterminant de M — Als.
(e) En déduit les A € R tels que M — A3 ¢ GL3(R).
On admettra dans la suite que, pour tout n € N*, il existe un endomorphisme unique de E,, tel que VP, Q € F,,
O(P,Q) = (Plp(Q)).
3. Montrer que VP, Q € E,, (P|lp(Q)) = (¢(P)|Q). On dit alors que v est un endomorphisme de E,, symétrique.
4. On admet qu'il existe une base orthonormale (Uy, ..., U,) de E,, et une famille (ap, ..., ay) de scalaires tels que
Vk € {0, e ,n}, QO(Uk) = aiUg.
(a) Montrer que VP,Q € E,, ®(P,Q) = > j—o ok (P|Ux) (Q|Uy).
(b) Montrer que Vk € {0,...,n}, |ag| < 1.
5. On pose, Vk € {0,...,n}, v = (1|Ux).

(a) Montrer que Vk € {1,...,n}, Vi € {0,...,n}, <Xk Ui> = alfy;.

(b) En déduire que, VP € E,,, Vi € {0,...,n}, (U;|P) = v P(a).

(c) Montrer que Vi € {0,...,n}, %:Us(ey) # 0. En déduire que Vi € {0,...,n}, v # 0.

(d) Soit p € N tel que p+ 1 = Card({e, 0 < i < n}). On réindexe les o; de maniére que les p + 1 premiers

soient deux a deux distincts. Ainsi, pour tout j > p, «; est égal a I'un des «; pour un certain 7 < p.

On pose Ry (X) = [T7_o(X — ).

En considérant les produits scalaires (U;|R,,), montrer que les réels «; sont deux a deux distincts. En
déduire que R, est de degré n + 1.



On pose
, R,(X L
Vi €{0,..on}, Li(X) = % X) _ [T(x — ).
-y k=0
k]

Montrer que pour tout j € {0,...,n}, Iu; € R tel que U; = pjL;. En déduire

- (1IL;)

Vje{0,...,n}, pjviLi(a;) =1 et fyjz ==

Montrer que
1 n

VP € Eopi1, / P(t)dt =Y 72 P(ov).

-1 i=0

Indic : On pourra considérer I'égalité pour le polynéme 1 puis pour les X*, 1 < k < 2n + 1.

Montrer que cette égalité n'est vraie pour aucun polyndme de degré 2n + 2.
Etant donné P € E,,, calculer le produit scalaire de P et R, (X) = [To(X — o).

Soit V,, un polynéme de degré n + 1 et de coefficient dominant 1. Montrer que si V,, est orthogonal a tout
P € E,, alors V,, = R,,. En déduire que I'on peut déterminer R,, par un systéeme de n+ 1 équations a n+1

inconnues (ce qui permet d'éviter de chercher les a; au préalable).
Etablir une relation simple entre R, (X) et R,(—X).

. _ . . . ) L A ) . / 2
Exemple : avec n = 2, déterminer Ry puis les «;. En déduire les polyndmes L; puis les réels 77
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