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Partie A : Régle de Raabe-Duhamel

Soit (un)nen € (RN telle que

1. On suppose A\ < 0.

(a) Comme =t = 1-— 2 4 0(1/n), on a donc, par définition,

n——+oo
A
(“”“ _1+) 0

n n n—-4o0o

Donc, par définition de la convergence, Ing € N, Vn > ny, 'n (% -1+ %)‘ < |A| = =A. En particulier,

Vnzng,n(“Z—:l—l—&—%) > \. Et donc
A A
Yn>mng, — L >1-24+2=1

non

Un,

(b) La suite (uy,) est donc une suite croissante a partir du rang ng. Par théoréme de la limite monotone, elle ne
peut donc pas converger vers 0. Donc la série > u,, diverge grossierement.

2. Soit 5 € RetVn e N*, v, = niﬁ' Alors

Un+1 _ ’IZ’B
Un, (n+1)8
=(1+1/n)~"
_ B
n~>_+oo ]. — ﬁ + 0(1/n)
Donc,
—A
tnit _tnet PR .
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On pose alors = 8 — A € R indépendant de n et
Uy, VUp notoo N

3. On suppose X\ > 1. Soit 8 €]1, A[.



(a) D’apres la question précédente, on a

Un+1 o Un+1 _ 6 - )\ + 0(1/n)

Un Un n—-+oo n

U v
Alors n( ntl _ "“)
Un Un n—-+oc

Vn € N, n > 0, donc,

B — X < 0. Donc, IN € N tel queVnZN,n(M—U"—“) < 0. Or

Un Un
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vn > N, —tl o ol
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(b) D’aprés la question précédente, on a également, ¥n > N, Z:—E < 2. Donc la suite (un/vy) est une suite
décroissante de réels strictement positifs (car u,, > 0 et v, > 0). Elle est donc décroissante et minorée.
Donc, par théoréme de la limite monotone, la suite (u,/v,) converge.

Par conséquent, la suite (u,/v,) est bornée. Elle est donc en particulier majorée (et méme mieux, le
théoréme de la limite monotone nous assure I'existence du maximum de la suite, mais on a pas besoin
d’'étre aussi précis ici). Soit K > 0 un majorant de la suite (u,/vy). Alors ¥n € N*, u, /v, < K. Donc en

particulier, Vn > N, u, < Kuv,.

Autre méthode, plus constructive : On a Vn > N, z:—ﬁ < Z—Z Donc la suite (u,/v,) est décroissante a
partir du rang N. Donc, par une récurrence facile (qu'il faudrait faire), Vn > N, Z—Z < Z—g On pose alors
K = % € Ry indépendant de n et Vn > N, u,, < Kuv,,.

(c) OnaVn e N* v, = niﬁ avec 3 €]1,\[. Comme (3 > 1, par la série de Riemann }_ n% est une série a termes

positifs convergente.

Autrement dit, > v, est une série a termes positifs convergente. Or > u,, est aussi une série a termes
positifs et Vn > N, u,, < Kv,,. Donc, par comparaison de SATP (séries a termes positifs), > u,, converge.

4. On suppose 0 < A < 1. Soit 8 €]\, 1[. On pose Vn € N*, v,, = niﬁ. Toujours d’apres la question 2, on a

— A
un+1 'Un+1 _ B + 0(1/n)
u’I’L UTL n—-+oo n

On en déduit donc IN € N, ¥n > N, ol > 204l car (uZ“ — UZ“) " B—X>0. Donc 3K > 0 tel
n n n n n—4o00

que VN > N, u,, > Kuv, (prendre K = Z—x) Or > vy, est une série de Riemann divergente car 5 < 1. Et donc
> uy, diverge par comparaison de SATP.

5. On pose, Vn > 2, z, = % et y, = W La série >z, est une série de Riemann divergente (c'est méme la

série harmonique). Et " v, est une série de Bertrand convergente.

Mais 1 1
Tn+1 n
T n+1 141/n no+e n+o( /)

et

Ynt1 _ (n+1)In(n+1)2
Yn nln(n)?

= (1= Troum) (14 ROELDY

n——+oo

= (1 — % + 0(1/n)> (1 + nl;(n) * O(nli(n))>2

= (1 - % + 0(1/n)) (1 + nlj(n) * O(nh}(n)))
1
= _1——+o(l/n).

n——+oo

Donc les deux séries sont dans le cas A = 1 de la régle de Raabe-Duhamel et I'une est convergente alors que
I'autre est divergente. Donc le cas A = 1 de la regle de Raabe-Duhamel ne permet pas de pouvoir conclure sur
la nature de la série.



Partie B : Applications de Raabe-Duhamel

6. On pose, Vn > 2, w, = /(n+ ) [[}Z %sm( 1 )

NG
Comme Vk € N, f € [0,1[C [0,7r/2], on a Vk € N*, sin(1/vk) > 0. Et donc la suite (wy,) est une suite
de réels strictement positifs.

Et
R N | 1Sin( /Vk)
Wn, \/n—l [T 1sm \/E)
nsin(1/y/n)

=1 Gin + o(1/n).

Comme 1/6 € [0, 1], d’apres la question 4 de la partie précédente, la série > w,, diverge.

7. On pose, Vn € N*, I, —fO 1+t4

(a) Pour tout n € N*, ¢ — (1+t4) € CO([O 1],R) donc la suite (I,,) est bien définie.

De plus, Vn € N*, vt € [0, 1], (1+t4) > 0. Donc, par positivité de I'intégrale, Vn € N*, I,, > 0. D'autre

part, Vn € N*, vt € [0, 1], (1 +t*)" < (14t*)"*+!. Donc, par croissance de I'intégrale, ¥n € N*, I,, > I, 1.
Donc la suite (I,,) est décroissante. Or elle est minorée par 0. Donc, par théoréme de la limite monotone,
(I,) est convergente et donc, elle est bornée.

On vient de voir que ¥n € N*, I, > 0. Supposons qu'il existe ny € N tel que I,,, = 0. Alors, par
intégrale nulle d'une fonction de signe constant, on en déduit V¢ € [0, 1], = 0. Ce qui est absurde.
Donc Vn € N*, I, # 0. Et donc par suite, Vn € N*, I, > 0.

(b) Soit n € N*. On sait que t + t € C}([0,1],R) et t ~
parties,

1
(R

W € C'(]0,1],R). Donc, par intégration par

I /1 1 71 dt

= X

"o (1+th)m
————
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_ [t]l_/ltxwdt
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1 Ltr1-1
= 44 —dt
on T n/o (1 + thyntt

Ly /1 LI /1 LI linéarité intégrale
= — n —_— — e —— n ri n r
on o (L+thn o (14 th)ntt &

1
= 5o T4y — Tns).

(c) D’aprés la question précédente, on a donc

Vn € N*, 4nl, 1 = 2% + (4n - 1)1, < VYn e N", L}:l = 2”+infn +1 - i
Par ailleurs,
1 4
VneN, I, —I,11= /0 Wdt
144
> / 2n+1dt croissance de |'intégrale
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Et donc, d’apres la relation de récurrence, Vn € N, I, > 2% + 53;”. D'ou 2"I,, —— +0o0 par branche
n—-4o00
infini du théoréme des gendarmes. On en déduit donc ﬁ ———— 0 par passage a l'inverse et donc

n—s—+oo
ﬁ T o(1) et donc m T o(1/n).
On a donc
Int1 1—i+o(1/n).

I’I’L ’VL*):OO 4n

Or 1/4 < 1, donc, d'aprés la question 4, la régle de Raabe-Duhamel nous donne la divergence de la série
S I,
8. Soit & € R\ N. On pose

n—1

1
ap =1, VnGN’an:—'H(a—k).
nl

(a) Commea ¢ N,onaVkeN, a—k#0etdoncVneN, a, #0. Alors

" oan (n+ DTz (o — k)
_Ja—n]
 on+41
Donc,
lant1|  n—a
Vn > 1 =
nzlal+l S =
_l—a/n
1+1/n
T (1—a/n)(1=1/n+o(1/n))
1
= ot +o(1/n).

D'aprés la régle de Raabe-Duhamel (et plus précisément la question 3), Y a,, converge absolument si et
seulement si Y |ay| converge, si et seulement si &« +1 > 1 (car o ¢ N) si et seulement si & > 0 (le cas
a = 0 non décidable de Raabe-Duhamel ne peut se produire donc on a soit convergence, soit divergence
assurée).

(b) On suppose o < —1. On a alors en particulier

Vn € Nx, ag, = — (a — k)

Donc asp, ﬁﬁ 0 et donc, a, ﬁﬁ 0. Donc la série > a,, diverge grossiérement.
— 00 n—-+0o0

n

(c) On suppose —1 < v < 0.



i. Alors

3
3
|
—_

* 17"0—1 (_1)
Vn € N¥, an:mkl:[()(a—k):

MaisVke N, k—a > k+ 1> 0. Donc

1 n—1
Vn € N*) In(|a,|) = In (n' H (k — a))
1

1—a/k
= In O‘/k>‘
Pt 1+1/
& N A& ; Lo 1—a/n
On se ramene donc a étudier la série )" In (1+1/n)'
Or . / 1
- = 1-— 1—1 1 - 11— 1
T 1 jn nge L - @/M (A= 1/no(l/n)) = + o(1/n)
Donc
(1a/n> a+1
n({———] ~ — )
1+ ]_/Tl, n—-+oo n
1-a/n

Or Y~ 1/n est une SATP divergente (série de Riemann ou série harmonique) et donc > In( ) est une

1+1/n
série a termes négatifs divergente, par comparaisons de séries a termes de signes constants (négatifs).

1— PN L . L
Comme " In( H?//Z) est une série a termes négatifs, par théoréeme de la limite monotone, elle est

soit convergente de sommes strictement négative, soit elle diverge vers —oo. Or elle ne converge pas,

donc
1—a/n
n In —00.
|CL | Z (l—l—l/n) n—-+o0 o

ii. D’apres la question précédente et par caractérisation séquentielles des limites, on a |a,,| = eln(lan) 4+>
n—-+00o
0.

On pose Vn € N, S, = >~} a. Alors, par théoréme des gendarmes,

Vn € N*, Sopq1 — Sop = aont1 = 0.

Et

Vn € N*, Sonqo — Son = agnt2 + G2n41
1 2n a—2n—1
= Tla-—r (%=
(2n—|—1)!kl;[0(a )< 2n + 2 + )

a+1
- —k
(2n—|—1)!kl;[0a )2n—|—2

a+ 1 2n
(2n +2)! ]
> 0. car a > —1
Donc la suite (S2,)nen+ est croissante.
Et aussi

Vn €N, Sopis — Sont1 = a2n+3 + a2n42



1 2l a—2n—2
. Y P (e
(2n+2)!k1_[(a )( m+3 )

=0
—(a+1) 2n+1
~ (2n+3)! ,Eo(k_a)
<0.

Donc la suite (S2,41)nen est décroissante.
Or Sopt1 — Sop 4+> 0. Donc les suites (Sa,) et (San+1) sont adjacentes. Elles sont donc
n—-+0oo
convergentes et de méme limites.

Donc la suite (.5,,) admet deux sous suites convergentes de méme limite qui recouvrent la suite (.S,)
entier. Donc la suite (.S),) est convergente et de méle limite que (Sa,) et (S2n41)-

Donc, par définition, la série >_ a,, est convergente (la suite des sommes partielles converge).



