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1 Bazar généraliste

Exercice 1 :
Donner les complexes suivants sous forme algébrique
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Exercice 2 :
Calculer le module et argument (a 27 prés) des complexes suivants, avec n > 1 :
1515
1—iv3
— (1 \2n — (1 \2n —
z1 = (1+1) zo=(147) 23 ( T >
(14 itanf)? 1+sinf +icosf
2y =" o =
4 1 4 tan 62 T 1+ sinf —icosh

Exercice 3 :
Résoudre dans C I'équation
42 + 82> -3=0

Exercice 4 :
Résoudre dans C I'équation

Exercice 5 ([v]) :

1. Soit a,b € C. Montrer :
1<|1+al+]|a+b|l+ b



3 RESOLUTION D'EQUATION

2. Montrer, par un raisonnement analogue, que Vz,z € C,

2l =l < |z 421 et 2| = 2| < ]z = 2|

Exercice 6 :
Montrer que Vz € U\ {1}, iZ5 € R.

z

Exercice 7 :
Soit z,y,z € R tels que e 4+ e + €'* = 0.
Montrer que 2% 4 2 4 ¢2i% — (),

Exercice 8 :
On pose w =¢
Calculer w + w? + w?* et w? + w® + Wb,

247

Exercice 9 :
Soit a,b € U tels que |a + b| = v/3. Calculer |a — b].

Exercice 10 :
Soit a,b € U tels que a — b # 0 et z € C. Montrer que

me(z—kabz—a—kb) _ 1
a—>b

2 Trigonométrie

Exercice 11 (*** [V]) :

Exprimer cos(36) sin(66) en fonction de cos @ et sin @ pour 6 € R, puis cos((2n + 1)0) et cos(2n#) en fonction
de cos(#) seulement (ces deux derniéres relations donnent naissance aux polyndmes de Tchebychev que nous
reverrons dans le TD sur les polynémes).

Exprimer cos(0)?" et cos(#)?"*! en fonction de termes de la forme cos(kf)). Méme chose avec sin.

Exercice 12 ([v]) :
Donner une formule simple de Y} cos(kf) et > 1 _,sin(k@) pour tout § € R et n € N. Méme chose pour la
somme Y7 (}) cos(k#).

3 Résolution d’équation

Exercice 13 :
Déterminer les complexes z tel que 2% = zy avec 2y € {2 +i,4i — 3,8 — 15,9 + 40i}.



4 EXPONENTIELLE COMPLEXE

Exercice 14 ([V]) :
Résoudre dans C :

22 4iz42=0

et
22— (4+i)z2+5+5i=0

Exercice 15 :

1. Déterminer les solutions complexes de I'équation 2% + 23 4+ 22+ 2 4+1 = 0.
2. Si z est une solution de I'équation précédente et © = z + 1/z, montrer que x vérifie une équation simple.

3. En déduire une valeur de cos(27/5).

Exercice 16 ([v]) :
Soit n € N. Résoudre
(2= 1)" = (2 +1)"

Exercice 17 ([v]) :
Résoudre dans C :

1. 223 — (1 + 2i)2? + (25i — 1)z + 13i = 0 sachant qu'il y a une racine réelle
2. 2% —4(1414)23 +12i22 + 8(1 — )z — 5 = 0 sachant qu'il y a une racine réelle et une imaginaire pure
3. 28 —2(ivV/3 —1)2* —=8(1+1iv3) =0

4 Exponentielle complexe

Exercice 18 ([v]) :
Soit p et ¢ deux entiers tels que 0 < p < ¢ et x € R qui ne soit pas un multiple de 27. Prouver alors

<t
 [sin(z/2)]

Exercice 19 :
Résoudre dans C

1. e#=1
2. e =2i
3.e4+e*+1=0

e +ef =2
et =2

>

z

5. e =1



6 LE COIN DES GRANDS

5 Géométrie

Exercice 20 :
Déterminer le lieu géométrique des points M d’affixe tels que :

1. 2R
2. eR
3. 2t 4R

Exercice 21 :
Résoudre géométriquement

|z —i| =1
2l = |z =11

Exercice 22 :
On consideére la fonction f de C dans C définie par

Ve eC\ (=i}, f(2) = 22

1. Déterminer le lieu des points M d’affixe z tel que |f(2)| =1
2. Déterminer le lieu des points M d'affixe z tel que f(z) € R
3. Déterminer le lieu des points M d'affixe z tel que f(z) € iR

6 Le coin des grands

Exercice 23 :
Soit z € C avec |z| # 1 et n € N. Montrer

‘ 1—2z" 1—|z"
1—z |7 1—|z|
Exercice 24 :
Soit a,b € C*. Montrer |'égalité
o by _le—b
lal* [oI*] allb]

Exercice 25 (ldentité du parallélogramme) :
Montrer que Vz,y € C,
@+ y” + o =y = 2(|z* + [yI*)

et donner une interprétation géométrique.

Exercice 26 ([V]) :
Démontrer les inégalités suivantes et discuter les cas d'égalités :



6 LE COIN DES GRANDS

L [Re(z)| +]Im(z)| < V22|
2. [1+zl+ 2+ ]+ >1
3. [e+ 2P < L+ [P) (1 + 1)

Exercice 27 :
Soit z,2" € C.
1. Montrer 2|z| < |z + 2/| + |z — 2/
2. En déduire que |z| + |2/| < |z + 2| + |z — 2]
3. Veérifier (|z 4+ 2/| + |z — 2/|)? — (|z] + |#])? = 2|22 — 2| + (|z| — |#'])?
4. Utiliser le 3. pour discuter les cas d'égalité de I'inégalité du 2.

Exercice 28 :
On pose Z = \/2—1—\@—1—2‘\/2—\/5.
1. Calculer |Z|.

2. Sicosf = 11/2+ /2, calculer cos(26).

3. En déduire un argument simple de Z.

Exercice 29 :
Soit ABC' un triangle et p €]0,1[. On considére les points A’, B’ et C’ définis par

— — —
AA'—pAB, BB =pBC,  CC =CA.

Dans le plan complexe, on note a, b, ¢ les affixes respectives des points A, B et C et a/, b et ¢ celles des points
A’, B’ et C' respectivement.

On note enfin w = 71%“/:?

1. Calculer w3, 1+ w + w?, puis comparer w? 3 @.
2. Montrer que o’ = (1 — p)a + pb.
De méme, exprimer I’ et ¢’ en fonction de a, b, c et p.
3. (a) Exprimer |1 —p 4+ pw| en fonction de p.
(b) En déduire que, Vp €]0,1[, 0 < |1 — p + pw| < 1 puis que 0 < |1 — p + pw?| < 1.
(c) Déterminer lim,, o0 |1 — p + pw|™ et lim, 1o |1 — p + pw?|™.
4. Etude d'un exemple : On considére un triangle équilatéral direct ABC de c6té 4cm.
(a) Faire une figure et placer les points A’, B’ et C’ lorsque p = 1/4.
(b) Calculer la longueur A'B’.
Indic : On pourra définir un repére orthonormé d’origine B approprié et déterminer les affixes des
points dans ce repére.

Exercice 30 :
Soit 21,...,2, € U. On pose z = (3-}_1 2k) (EZ:1 i) Montrer que z est un réel tel que 0 < z < n?.

Exercice 31 (*) :
Soit z € C tel que |1 + 2+ 22 +---+ 2% = 1 et |z| = 1. Montrer que 2 =1 ou 2! = 1.
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