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Probleme 1 :
Pour tout z € C, on définit le cosinus hyperbolique complexe de z, noté ch(z), et le sinus hyperbolique complexe de z,
noté sh(z), par
z —z z _
ch(z) = % et sh(z) = c-°

1. Soit z = & + iy € C avec z,y € R. Etablir les relations :
(i) ch(z) = ch(z) et sh(z) = sh(z) .
(i) |ch(2)[> = 3(ch(2z) + cos(2y)) et |sh(z)[> = $(ch(2z) — cos(2y))

2. On va étudier plus précisément la fonction cosinus hyperbolique sur R.

(a) Déterminer, si elles existes, les limites de ch en +o00 et —oo.
(b) Montrer que ch établit une bijection de Ry sur [1,+o00[. On appelera argch sa fonction réciproque (donc
argch : [1, +oo[— Ry).
(c) Soit x > 0 et y > 1 tels que ch(x) = y.
i. Montrer quon ae®=y++y2—1loue®=y—y>—1.
ii. En déduire, par I'absurde, que argch(y) = In(y++/y2? — 1) et justifier que cette fonction est bien définie
sur [1, 400
3. On pose, Vz € R, th(z) = iggg
(a) Montrer que th est définie sur R et dérivable sur R.

(b) Déterminer les limites de th en +00 et en —oo si elles existent.
(c) Montrer que th établit une bijection de R sur | — 1,1[. On appellera argth sa réciproque.
(d) Montrer que Vy €] — 1,1, argth(y) = £ In GJ_F—Z)
4. Soit x €] — 1,1].
(a) Justifier que sh(argth(z)) et ch(argth(z)) existent.
(b) Donner une expression simple de sh(argth(z)).
(c) Sur quel intervalle la fonction tan o arcsin est-elle définie 7
(d) Démontrer alors tan o arcsin = sh o argth.
5. Soit € [1, +o0.
(a) Justifier que sh(argch(z)) et th(argch(z)) existent.
(b) Déterminer une expression simple de th(argch(x)).

(c) Donner le domaine de définition de tan o arccos et déterminer une expression simple de cette fonction.



Probleme 2 :
Le but du probléeme est de résoudre I'équation différentielle

/ _ . z+1
(x — 1)y + y = arcsin (M) (E)

Partie 1 : Etude préliminaire de I'équation différentielle

On pose
. r+1
frz—arcsin | ———— | .
V2(1 + 2?)
1. On considére la fonction g : z — —2tL . Etudier les variations de g.
2(1+22)

. Etudier la dérivabilité de f et calculer sa dérivée.

. En déduire une expression simplifié de f.

Partie 2 : Résolution de I'équation homogéne

Expliciter alors les intervalles sur lesquels on va résoudre |'équation différentielle.

5. Donner les solutions de I'équation différentielle homogene associée a ([E)

10.

Partie 3 : Détermination d’une solution particuliére

. Montrer que z — zarctan(z) — 5 In(1 + 2?) est une primitive arctan sur R.
. Résoudre ([E)

Partie 4 : Etude des solutions de I'équation différentielle

Comment choisir les constantes pour avoir une solution de qui puisse ne pas avoir de limite infinie en 17 On
appellera fj la solution de avec ces choix de constantes.

. On considére les fonctions

1 3 1
h: x> zarctan(x) — 5 In(1 + 2?) + Zﬂ-l‘ et k:z— xarctan(z) — 3 In(1 + 2%) — %x

Justifier que h et k sont dérivables sur R et calculer leurs dérivées.

En déduire que I'application f; définie par

R — R
IR {fo<x) si x # 1
o siz=1

est continue sur R.



