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Probleme 1 :
Soit E, F' deux ensembles non vides et f: £ — F.

1. On considére S = {X C E, f~}(f(X)) = X}.

(a)

(b)

Soit X C E. Soit x € X. Alors f(x) € f(X) par définition de I'image directe. Or par définition des images
réciproques, f~H(f(X)) = {y € E, f(y) € f(X)}. Comme f(x) € f(X) et x € E, on a donc, par
définition, x € f~1(f(X)). Donc, par définition de I'inclusion, X C f~1f(X)).
Supposons f injective. Soit # € f~1(f(X)). Par définition de I'image réciproque, f(z) € f(X). Donc,
par définition de I'image directe, Jy € X, f(z) = f(y). Mais f est injective par hypothése, donc par
caractérisation de I'injectivité z = y. Et donc x € X. D'ou, par définition de I'inclusion, f~(f(X)) C X.

Comme, d'aprés la question précédente, on a aussi X C f~!(f(X)), on en déduit, par définition de
I'égalité entre ensembles, X = f~1(f(X)).

Comme cette relation est vraie pour X € P(E) quelconque, on a donc VX C E, X = f~(f(X)). On
a donc, par définition de S, VX € P(E), X € S. D'ou P(E) C S.

Or, par définition, S C P(E). Donc, S = P(E).

Soit A € P(E). On a alors
FHUTHFA)) ={z € B, f(x) € fF(fTH(f(A))} ={z € E, Ty e fT(f(A)), flx)=F@y)}
Or fH(f(A)) ={a € E, f(a) € f(A)}. Donc y € f~(f(A)) <= [f(y) € f(A). Donc

FHFEHFA)) ={z € B, 3y e B, f(z) = fy) € f(A)}
={zeE, f(z) e f(A)}
= 71 (f(A)).

Donc f~Y1(f(f~1(f(A)))) = f~1(f(A)) et donc, par définition de S, f~1(f(A)) € S.
Soit X,Y € S. D'apres la premiére sous-question, on a X NY C f~H(f(X NY)).

soit z € f~H(f(X NY)). Alors, par définition de I'image réciproque d'un ensemble, f(z) € f(X NY).
Donc, par définition de I'image directe d'un ensemble, y3x € X NY, f(x) = f(y). En particulier, y €
X. Donc f(y) € f(X). Donc f(z) € f(X). Donc z est un antécédent d'un élément de f(X) (c'est
un antécédent de f(z)). Donc, par définition, x € f~(f(X)). Or S € S. Donc, par définition de S,
Y f(X))=X.Doncz € X.

De méme, en reprenant le raisonnement précédent en échangeant X et Y et car Y = f~1(f(Y)), on a
x € Y. Donc, par définition de l'intersection, z € X NY.



Dot f~1(f(XNY)) C XNY. Et donc, par définition de I'égalité entre ensemble, X NY = f~1(f(X N
Y)).
D'ou finalement, X NY € S par définition de S.

Onaaussi XUY C fH(f(XUY)). Soit z € f~1(f(XUY)). Alors, par définition, f(z) € f(XUY).
Donc dJy € X UY, f(z) = f(y).

Siy e X, alors f(x) = f(y) € f(X). Donc z € f~1(f(X)) = X. Etsiy €Y, alors f(x) = f(y) €
f(Y). Doncz € f~1(f(Y)) =Y. On adoncz € X oux €Y. Autrement dit, par définition de la réunion,

r € XUY. Donc f7H(f(XUY))CcCUY.
Dot XUY = f~L(f(XUY)). Etdonc XUY € S.

Donc § est stable par intersection et par réunion.

(e) Soit X C Fet A € S tels que XNA = (). Par définition de S, on a f~(f(A)) = A. Donc XNf~L(f(A)) =
XNA=0.

(f) Soit X,Y € S.0nadéja E\X C f~Y(f(E\X)). Soit maintenant = € f~1(f(E\ X)). Donc f(z) € f(E\
X). Donc 3y € E\ X tel que f(x) = f(y). Supposons maintenant que x € X. Donc f(y) = f(x) € f(X).
Donc y est un antécédent d'un élément de f(X), donc, par définition, y € f~1(f(X)). Or X € S, donc
y € X.Doncy € XN (E\ X) = 0. Donc B. Donc x ¢ X. Autrement dit z € E \ X. Et donc
FHf(X)) c E\ X. D'ou I'égalité.

De méme, on sait toujours Y \ X C f~1(f(Y \ X)). Soit z € f~1(f(Y \ X)). Alors f(x) € f(Y \ X).
Donc Jy € Y\ X tel que f(z) = f(y). Mais Y\ X C Y. Donc f(x) = f(y) € f(Y). Donc, par définition,
r€fUf(Y)=YcarYeS.

Supposons x € X. Alors f(z) = f(y) € f(X). Et donc y € f~1(f(X)) = X. Ory € Y\ X. Donc
y ¢ X.Donc 2. Doncx ¢ X.

Finalement, x € Y et x ¢ X. Autrement dit, z € Y N(E\ X) =Y \ X. Donc f71(f(Y\ X)) C Y\ X.
Et d'ou I'égalité.

On vient donc de montrer que E\ X = f~1(f(E\ X)) et Y\ X = f~1(f(Y \ X)). Autrement dit, on
amontréque E\ X eSetY\XeS.

(g) Soit ¢ : S — P(f(E)) C P(F) définie par VA € S, p(A) = f(A). Notons que cette application est bien
définie. En effet, S C P(E) et VX C E, f(X) € P(f(E)). Et par définition de I'image directe, p(X) est
unique pour un X € P(E) donné.

Soit A, B € S tels que ¢(A) = (B). Donc, par définition de ¢, f(A) = f(B). D'ot A = f~1(f(A)) =
f~Y(f(B)) = B par définition de S. Et donc ¢ est injective, par caractérisation de I'injectivité.

Soit Y € P(f(E)). On pose A = f~1(Y) C E. Alors, par définition de I'image directe d'un ensemble,
f(A) =) ={f(y), ye f7Y(Y)} CY.Deplus,siy €Y, alorsy € f(E) car Y C f(E). Donc
Jx € E tel que y = f(z). Et donc, par définition de la préimage, z € f~1(Y). Donc z € A, par définition de
A. Etdonc, y = f(z) € f(A). Dou Y C f(A). D'ou f(A) =Y, par définition de |'égalité entre ensemble.
Et donc p(A) = f(A) =Y.

On a également montré que f~!(f(A)) = f~1(Y) = A. Et donc, par définition, A € S. Donc 34 € S
tel que p(A) =Y. Et donc ¢ est surjective.

On en déduit que @ est bijective.

On aurait pu le faire aussi en remarquant que 1 : P(f(E)) — S définie par ¥(X) = f~1(X) est la
réciproque. Mais ce n'est pas évident. |l faut montrer d'abord que cette application est bien définie et ensuite
que c'est bien la réciproque a droite et a gauche.

2. On définit, pour tout z,y € E,
Ry <= f(z)=f(y)



(a)

La relation R est une relation binaire. De plus, Vo € E, f(x) = f(x), par réflexivité de I'égalité. Donc
Vx € E, xRz, par définition de R. Donc R est une relation réflexive.

Si z,y € E tel que xRy, alors, par définition, f(z) = f(y). Donc f(y) = f(x) par symétrie de la
relation d'égalité. Et donc yRz. Donc Vx,y € E, xRy = yRx. Donc R est une relation symétrique.

Si x,y,z € E tels que xRy et yRz. Alors f(x) = f(y) et f(y) = f(2), par définition. Par transitivité
de la relation d'égalité, on a donc f(z) = f(z). Et donc zRz. Donc la relation R est une relation transitive.

Finalement, R est une relation binaire, réflexive, symétrique, transitive. Donc, par définition, R est une
relation d'équivalence sur F.
Soit € E. Par définition, Cl(z) = {y € E,yRz} = {y € E, f(x) = f(y)}. En supposant que f soit
injective, on a Cl(z) = {y € E, f(xz) = f(y)} = {z}. Donc les classes d'équivalences sont les singletons.
Ce qui n’est pas trés intéressant.
On note C = {Cl(x), z € E}. On pose

5 E - C
"z = Cl(z)

Bien entendu, s est bien définie. Il n'y a qu'une classe d'équivalence a un z € E donné (mais il existe
beaucoup (a priori) de x € E tel que Cl(z) = C pour un C' € C donné).

Soit C' € C. Par définition de C, dx € E tel que C = Cl(z). Donc C' = s(z). Donc C € Im(s). D'ou
C C Im(s). Mais, par définition, Im(s) C C. Donc Im(s) = C et donc s est surjective.
Ona f(E) C Fcar f: E— F.On pose i: f(E) — F définie par i(z) = x. Soit x,y € f(FE) tel que
i(z) = i(y). Alors, par définition de i, z = y. Donc i est injective (en fait, I'injectivité provient de |'injectivité
de Idr puisque i = Idp |f(E)).
On pose

C 5 (B
Yo f(z), otz e X

Soit C € C.Vx € C, x € E et donc f(z) € f(E). De plus, si x,y € C, alors, par définition, f(x) = f(y)
car C' = Cl(z) = Cl(y) (x et y sont dans la méme classe d'équivalence). Donc I'élément de C choisit pour
calculer f(x) n'a pas d'importance (tous les éléments de C' ont la méme image). Autrement dit, Vz,y € C,
f(z) = f(y). Donc 3lc € f(E) tel que ¢(C) = ¢ (avec ¢ = f(x) pour n'importe quel z € ().

Donc ¢ est bien définie.
Ona:

ESCH fE)SF

Doncioposaunsens. Etiopose F(E,F). Comme f € F(E,F) les deux applications f et iopos
sont comparables au sens de I'égalité.

Soit x € E. Alors

iopos(r)=1i(p(s(x))) def o
= i(¢(Cl(x))) def s
=i(f(z)) def ¢
— f(x) def i

On a donc montré que Vx € E, f(x) =1io0 o s(x). Et donc, par définition de I'égalité entre applications,
f=iopos.

En fait, on vient de montrer que |'on peut factoriser toute application par I'ensemble quotient défini par
la relation d’équivalence canoniquement associée a I'application f. Et I'application ¢ de factorisation a les
mémes propriétés que I'application f (injectivité et surjectivité).



