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Le devoir dure 4h.

La qualité de la rédaction et de la présentation seront prises en compte dans la notation. On prendra bien garde
a la justesse et la précision des justifications.

Si un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il I'identifiera clairement sur la copie et
explicitera les décisions qu’'il sera amené a prendre.

La calculatrice n’est pas autorisée.

Le sujet comporte |4 pages.

Probléme 1 (Etude d’une relation fonctionnelle) :
Le but de ce probleme est d'étudier les solutions du probléeme :

f dérivable sur R P)
Ve >0, fl(z) =af(1l/z) -1
Partie | : Résolution d’une équation différentielle.

On se propose de résoudre, sur R* , I'équation différentielle

22y —ay +y =2z (E)
1. Premiére méthode : Changement de fonction.

(a) Montrer que I'équation homogene associée a ([E)

2ty —zy +y=0 (EH)

posséde une solution sous la forme y(z) = 2%, ol a est une constante que |'on déterminera.

(b) Soit g une fonction deux fois dérivable sur R . On pose, pour tout z > 0, f(x) = xz%g(x). Montrer
que f est solution de si, et seulement si, ¢’ est solution de I'équation différentielle (F) suivante :

2
vy ty=— (F)



(c) Résoudre sur R
(d) Conclure.

2. Deuxieme méthode : Changement de variable.
Si y est une fonction deux fois dérivables sur R* , on définit la fonctions z sur R par

vVt € R, z(t) = y(eh).

(a) Montrer que y est solution de sur R, si, et seulement si, z est solution de I'équation différentielle
(G) suivante :
y' =2y +y = 2¢". (G)
(b) Résoudre I'équation différentielle sur R.

(c) Conclure.
Partie Il : Résolution du probléme ([P)

Soit f une solution du probleme (E])
3. Montrer que f est deux fois dérivables sur R* .
4. Montrer que f est une solution de I'équation différentielle .

5. Conclure.

Probléme 2 :

Partie 1

On considére la fonction définie par
sin(x)

@) = e
1. Etude de f.
(a) Vérifier que f est bien définie sur R. Montrer que I'on peut réduire I'étude de f a l'intervalle I = [0, 7.
(b) Etudier le signe de f(x) — sin(z) sur I'intervalle 1.
(c) Déterminer les solutions de I'équation f(x) = x sur I.
Indic : On rappelle que Vzx €)0, 7], sin(z) < x.
(d) Etudier les variations de f sur I et tracer 'allure du graphe de f sur R.
On consideére la fonction g définie sur I par

4— 5COS(:E)) .

g(z) = arccos <5 ~Zeos(z)

2. Etude de g.

(a) Etudier les variations de la fonction



(b) Montrer que g est définie sur R et qu'on peut restreindre son étude a I.

(c) Montrer que g est dérivable sur |0, 7] et calculer sa dérivée. Déterminer I'image de g et tracer I'allure
du graphe de g.

3. Soit z € [0,7/3].
(a) Calculer cos(g(x)) et sin(g(x)).
(b) Calculer f(g(z)). Déterminer aussi ¢g([0,7/3]). Que peut on en conclure?

Partie 2

On pose

h(z) = arcsin <5§S4mc$2m)) .

4. Montrer que h est définie sur R et que I'on peut réduire l'intervalle d'étude a [, 7].
5. Soit « € [0, w]. Calculer sin(g(x)).

6. Montrer que :

_ Jm—g(x) =z €[0,arccos(4/5)]
ve €07, hz) = {g(:v) x € [arccos(4/5), |

Probléeme 3 (Diamétre d’un ensemble) :

Partie 1 : Généralités sur les ensembles
1. Soit F' un ensemble non vide. Soit g : F' — F telle que g o g = g. Montrer que les propositions suivantes
sont équivalentes :
(i) g est injective
(ii) g est surjective
(ii)) g =1Idp
2. Soit E un ensemble non vide quelconque, A, B C E et f : P(E) — P(E) définie par : VX C E,
f(X)=(XNA)UB.
(a) Calculer f(0), f(A) et f(B).
(b) Montrer que la fonction f est croissante au sens de l'inclusion, i.e. montrer que VX, X' C E, X C
X' = f(X)cC f(X").
(c) Soit Y C E. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) Y admet un antécédent par f dans P(E).
(i) BCY C (AuUB)

(i) f(Y)=Y
(d) Montrer que f est constante si, et seulement si, A C B.
(e) Montrer que f est surjective si, et seulement si, A= FE et B = ().
(f) Calculer fo f.
)

(g) Montrer alors que f est bijective si, et seulement si, A= E et B = ().



Partie 2 : Diamétre d'un ensemble

Soit A C R non vide et bornée.

3. On note D4 I'ensemble des distances entre deux éléments de A, i.e.
DA = {|J" —y|,x,y € A}
(a) Montrer que D4 posséde une borne supérieure. On note §(A) = sup D4 que I'on appelle diamétre de
A.
(b) Montrer que §(A) < sup A — inf A.

(c) On veut montrer que 0(A) = sup A — inf A. On raisonne par |'absurde. On suppose donc qu'il existe
M € R majorant de D4 tel que M < sup A —inf A. Montrer alors qu'on aboutit a une contradiction
et conclure.

4. Soit B C R non vide et bornée telle que A C B.
(a) Montrer que inf B < inf A < sup A < sup B.
(b) Montrer alors que 6(A) < §(B).
5. Soit B C R, B # () bornée et telle que AN B # 0.
(a) Justifier que 6(A U B) éxiste.
(b) Montrer alors que (AU B) < §(A) + o(B).
6. Soit f: R — R vérifiant Va,y € R, |f(x) — f(y)| < |z —y| (on dit que f est 1-Lipschitzienne).
(a) Montrer que f(A) # () et bornée.
(b) Montrer 6(f(A)) < §(A).




