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Probléme 1 (Sev de R?) :
On se place dans R* muni de sa structure d'espace vectoriel usuelle.

1. On considere le sous-espace vectoriel ' de R* engendré par la famille (vq,v2,v3) ot
V1 = (1’37_170)a Vg = (5545 —27 1)7 U3 = (—1335717_4)~

(a) Montrer que la famille (v1,v3) est une famille libre.
(b) Montrer que v3 peut s'écrire comme combinaison linéaire de v; et vs.
(c) En déduire une base de F.

2. On considére le sous-espace vectoriel G de R* engendré par la famille (uy,us) ot
up = (1733070)7 Uz = (677a _372)

(a) Montrer que (v, va,u1,us) est une base de R*.

(b) Que peut-on dire de la somme F'+ G 7

(c) Soit = (1, 79,73, 24) € R%. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les coordonnées de ,
pour que x € G.

3. Soit H le sous-ensemble de R* défini par

H = {(131,1,‘2,563,.174) eR?, 3xy —xo+ Tay = 21 + 19 + dag — 20y = O}

(a) Montrer que H est un sous-espace vectoriel de R%.
(b) Déterminer une base de H.
(c) Montrer que v; € H et vo ¢ H. En déduire une base de F'N H.




Probléme 2 (Itérées d’une application linéaire 22 = f +Idg) :
Soit £ un R-ev de dimension n € N*. Dans tous le probléme, on considére un endomorphisme f de E vérifiant

2= %(f +1dg)

1. On suppose ici que f = aldg pour un certain o € R. Déterminer les valeurs de « possible.
2. On revient au cas général.
(a) Montrer que f est bijectif et exprimer simplement f~1.
(b) Justifier que ker(f —Idg) et ker(f + 1 Idg) sont des sous-espaces vectoriels de E.
(c) Montrer que E = ker(f —Idg) ® ker(f + 4 Idg)
(d) Calculer (f + 31dg) o (f —Idg) et en déduire que ker(f + £ Idg) = Im(f — Idg).
(e) De méme, justifier que ker(f —Idg) = Im(f + 3 Idg).
3. On suppose désormais que les endomorphisme f et Idg sont linéairement indépendants.
(a)
(b) Etablir que Vp € N, 3(a,,b,) € R? tels que f? = a,f + b, Idp.
(c)
(d)

Exprimer f3 et f4* comme combinaison linéaire de f et Idg

Déterminer ag, a1, bo, b1 et exprimer apy1 et b,11 en fonction de a, et b,, pour tout p € N.

Donner une relation de récurrence entre ap2, apy1 et ap, pour tout p € N. En déduire les expressions de
ap, et b, en fonction de p € N. Vérifier que les suites (ap) et (b,) sont convergentes de limite 2/3 et 1/3
respectivement.

(e) On pose g = %f + %IdE. Montrer que g est le projecteur sur ker(f — Idg) parallélement a ker(f + % Idg).
4. On pose M = {Af + uldg, A\, u € R},

(a) Montrer que M est un sous-espaces vectoriels de L£(E) vérifiant Vg,h € M, goh € M et goh=hog
(on dit que (M, +, - ,0) est algébre commutative).

(b) Déterminer la dimension de M (en tant que R-ev, bien siir).

Probléeme 3 (Suite implicite [A NE PAS FAIRE]) :
Pour tout n € N, on considére I'équation
x—In(z)=n (En)

On définit, pour tout n € N et pour tout = > 0, f,(z) =z — In(z) — n.

Partie | : Etude de f,

=

. Etudier rapidement les variations de la fonction f,, sur son ensemble de définition, pour tout n € N.

2. Déterminer les solutions, si elles existent, de (Ey) et (E1).
Partie Il : Une premiere suite

Montrer que pour tout entier naturel n > 2, (E,]) admet une unique solution z,, dans l'intervalle |0, 1].
Déterminer le signe de fy,41(x,) pour tout n > 2 et en déduire les variations de (x,),>2.

Justifier que (z,),>2 converge. On notera ¢ sa limite. Donner un encadrement de /.
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Quelle est la valeur de ¢7



7. Montrer z,, ~ e ™.

n——+oo

8. Montrer qu'on a le développement asymptotique a deux termes :

T, = e "+e " fole ).

n—+oo

9. Pour tout n € N avec n > 2, on pose S, = > 1y Tk.

(a) Etudier la monotonie de la suite (S, ), >o.
(b) Justifier que Ing € N, Vn > ng, x, < %e*”.

(c) En déduire la convergence de la suite (Sy,)n>2.

Probléme 4 (Dimension de £(E, F') (BONUX)) :
Le but de ce probléeme est d'établir la dimension de L(E, F).

Soit F et F' deux K-ev de dimension finie respective n et p. Soit B = (ey, ..

une base de F'.

1.

2
3
4.
5

On considére la base duale B* associée a B. Montrer que B* forme une base de E*.

. Montre que Vi € {1,...,n}, Vj € {1,...,p}, efe; définie bien un vecteur de L(E, F).

. Montrer que la famille (ej€;)1<i<n est une famille libre de vecteurs de L(E, F').

1<j<p

<i<n est une famille génératrice de L(E, F).

*
Montrer que (eje;)1<i
1<j<p

. En déduire que L(E, F) est de dimension finie et donner sa dimension.

.,én) une basede E et C = (eq,. ..



