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1 Généralités

Exercice 1 ([V]) :
Soit f : [0,1] — R une fonction de classe C!. On définit la fonction

0,1] — R
N f(2z) size[0,1/2]
f(2x —1) sinon

A quelle(s) condition(s) la fonction ¢ est-elle continue ? Dérivable ?

Exercice 2 :
Etudier les fonctions suivantes au point indiqué :

1 fi(z) = {gsin(x) sin(1/x) ifg .
2. fo(x) = 2?1g(x), en 0.
1—-e* <0

n 0.

3. fa(z) =<X0 x=0,en0.
et—1
o1 >0
4. f4(.T) = ﬁ, n c N, en 0 et en 1.
Exercice 3 :
Calculer les dérivées des fonctions suivantes aprés avoir donné leur ensemble de dérivabilité :
. 1 . arctan z . sinx
fi vae (z+1)2 fo v e z2+1 FEREIE (cos(z)+2)%
fa @ xa” fs + xw—(chz)® fs : z— In|z|
Exercice 4 :

Calculer les dérivées des fonctions suivantes

fi(z) = arctan(e”), fa(x) = arctan(sh(x)), fa(x) = arctan(th(z/2))
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Donner alors des relations entre f1, fo et fs.

Exercice 5 :
Pour A € R, on considére les fonctions
f R - R
A T+
X H .’E2+1

Montrer que les tangentes en 0 aux fonctions f) sont paralléles.
Montrer que les tangentes en 1 sont concourantes.

Etudier les extremums de la fonction f.

B

(bonus) Déterminer les coordonnées du maximum et minimum de f\. Trouver alors une fonction g telle que
(x,g(z)) correspondent au maximum de f si x > 0 et (x,g(z)) soit le minimum de fy si z < 0.

Exercice 6 ([V]) : )
Soit f : R — R dérivable en a € R. Etudier
zf(a) —af(x)

r—a Tr—a

Exercice 7 :
Calculer les dérivées n-eme des fonctions suivantes.

fi a2+ fy oz (2241 fs 0 oz (202 — 2 —2)In(2)

1

i @ =g R v fo : x> cos(z)?

Exercice 8 :
Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes :

Xz
fx e x|z et g:ix— ———
|z| + 1
Montrer que ces fonctions sont bijectives sur R. Calculer leur inverses et montrer ensuite que leurs inverses sont dérivable
et calculer leurs dérivées.

Exercice 9 :
Soit
0,7/2] — R

x = y/sin(z) +x

Justifier que f réalise une bijection vers un intervalle 3 préciser. Montrer alors que f~! est continue et dérivable sur
cet intervalle.

f
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Exercice 10 :
Soit a,b,c € R. Montrer qu'il existe = €]0, 1] tel que

dax® + 3bz® +2cx =a+ b+ c
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Exercice 11 :
Soit f : R — R dérivable. Montrer que

Vz >0, 3¢ >0, f(z)— f(—z) = 2(f'(c) + f'(—c)).

Exercice 12 ([V]) :

On considere la suite (uy)nen définie par ug € [0,4/3] et Vn € N, upi1 = 3(4 — u2). Montrer que uy, — 1.
n——+0o0

Exercice 13 (Reégle de L’Hépital [v]) :
Soit f, g : [a,b] — R deux fonctions dérivables. On suppose que

Vz € [a,b], ¢ () #0

1. Montrer que g(a) # g(b)
2. Montrer 3¢ €]a, b[ tel que
f®) = fla) _ f'(c)
g9(b) —gla) — ¢'(c)
a I'aide d'une bonne fonction auxiliaire et du théoreme de Rolle.

S . f(x) f(x)—f(a)
3. En déduire que si 7@ o ¢ e R, alors @ =g 5 ‘.

4. En déduire la limite
cos(zx) — e*

im ————.
=0 (z+ 1)e* — 1

5. (Bonus) On suppose en plus que Vz € [a,b], |f(x)] < ¢'(x). Montrer que |f(b) — f(a)| < g(b) — g(a).

Exercice 14 ([V]) :
Soit a € Ret h >0 et f € C*([a,a+ 2h],R). Montrer que

Je €la,a + 2h|, f(a+2h) —2f(a+ h) + f(a) = R2f"(c).

Exercice 15 :
Soit f : [a,b] — R de classe C? vérifiant

Montrer que
3c €la,b], f(c) = f"(c)

Indic : Introduire une fonction auxiliaire dépendant de f(z), f'(z) et e*.

Exercice 16 ([v]) :
Soit a > 0 et f :[0,a] — R dérivable telle que f(0) = f(a) =0 et f/(0) = 0.
f(z)

1. Montrer que la dérivée de la fonction z — === s'annule sur |0, af.

2. En déduire I'existence d'un autre point que |'origine en lequel la tangente au graphe de f passe par |'origine.
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Exercice 17 ([V]) :
On considere la fonction f définie par

1. Déterminer le domaine de définition de f
2. Montrer qu'on peut étendre f en une fonction définie sur R et de classe C' sur R_ et sur R .
3. A I'aide du TAF appliqué entre x et x + 1, déterminer

lim ((x + 1)@# — xel/f)

T—+00

Exercice 18 (>:-) [v]) :
Soit f :]0,1] — R dérivable telle que

flz) —— L € R, et vf' () —— V' e R.
z—0+t z—0t

1. On introduit la fonction g définie par g(z) = = f(z). Etudier la dérivabilité de g.

2. que peut-on en déduire sur ¢'?

Exercice 19 (Généralisations du théoréme de Rolle (*¥*)) :
On présente ici deux généralisations du théoreme de Rolle. On peut en faire d'autres.

1. Soit a € R et f continue sur [a,+o00], dérivable sur |a, +o0[ telle que f(x) Py f(a). Montrer qu'il existe
x oo
¢ > a tel que f'(c) =0.
2. Soit f € D}(R,R) telle que f(z) — ¢ € R. Montrer que 3c € R, f'(c) = 0.
T—>T 00

3 Classes

Exercice 20 :

Montrer que la fonction
Ry — R
r +— z?In(x)

7

peut &tre étendue en une fonction de classe C! sur R, .

Exercice 21 ([V]) :

Soit n € N. Montrer que la fonction

2"t sz >0
0 sinon

fn:xl—>{

est de classe C" sur R.

Exercice 22 ([V]) :
Soit f: Ry — R de classe C? telle que f/(0) = 0.
Montrer qu'il existe g : R, — R de classe C! telle que

vz e Ry, f(x) = g(z?)
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4 Convexité

Exercice 23 :
Montrer que Va,b > 0, Vt € [0, 1],
a'b't <ta+ (1 —t)b.

Exercice 24 :
Avec des arguments de convexités, établir facilement les inégalités suivantes :

1. Vz € [0,7/2], 2z <sin(z) <z
2. VneN, Ve >0, 2" —(n+ 1)z +n>0

Exercice 25 :
On considére f : x +— In(1 4 €%).
1. Montrer que f est convexe sur R.
2. Montrer que Vn € N*, Vaq,...,z, € R},

n 1/n n 1/n
1+<H:ck> < (H(l—i—xk)) .
k=1

3. En déduire que Vn € N*, Vx1,...,Tn, Y1, .-, Yn > 0,

n 1/n n 1/n n 1/n
(H xk) + (H yk> < <H($k+yk)> :
k=1 k=1

k=1

Exercice 26 (*) :
Soit f : R — R convexe bornée.
Montrer que f est constante.

Exercice 27 :
Soit p,q € Ry tels que p + ¢ = 1. Montrer

Vae,y >0, 14+ 2Py? < (1+2)P(1+y)9.

Exercice 28 (Inégalités Young, Holder et Minkowski (**) [v]) :
Soit p, g > 0 tels que %—l— % = 1.
1. Montrer I'inégalité de Young :

1 1
Ya,b >0, ab < —aP + -b1.
p q

2. Montrer I'inégalité de Holder :

n n 1/p n 1/q
Vn € N*, Vaq,..., 20,41, .., Yn > 0, inyig (Z:ﬂf) (ny) .

=1 i=1

3. Montrer I'inégalité de Minkowski :

1/p n 1/p n 1/p
Vn e N*, Vaoq,..., %0, Y1, ..., Yn > 0, (Z(mi+yi)p> < (Z:cf) + (ny) )
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Exercice 29 :
Soit f : I — R continue, strictement décroissante et convexe.
Etudier la convexité de f~!: f(I) — I.

5 Exos plus complets

Exercice 30 ([v]) :
Déterminer les fonctions f : R — R dérivables en 0 telles que

Vr,y € R, f(z +y) = f(z) + f(y)

(i.e. on déterminer les endomorphismes du groupe (R, +) dérivable en 0).

Exercice 31 :
On se propose de prouver I'l|AF pour les fonctions a valeurs complexes.
Soit f € C%([a,b],C) N D*(Ja,b],C). On suppose IM € R tel que Vx €]a,b], | f'(x)| < M. On introduit

[a,b] — R
LAV %e(if(bl);g(a)f(w))

Montrer I'inégalité des accroissements finis dans le cas complexe en utilisant I'|AF sur .

Exercice 32 (**) :
Soit f € C*(R,R) telle que Vx,y € R, f(z +y)f(x —y) < f(x)2. On va montrer que

Ve e R, f(z)f"(z) < f’(w)Q.

1. Montrer que

f@)f (@ +2h) = 2f (@) f(x + 1) + f(2)* _ (fl@+h) = fl))
Ve € R, Vh #£0, W2 §< Y > .

2. Montrer que Vo € R, Vh # 0, ey, €] — h,0[U]0, A,

f(ac)f(x + 2h) B 2J;L(2x>f($ + h) + f(x)z — f($)f/,($ + eh)~

3. Conclure.

Exercice 33 :
Soit f € CO(R,R) dérivable en a € R. Soit (7,,)nen et (Yn)nen deux suites convergentes vers a telles que Vn € N,
Ty, # Yn. On pose

vn eN, u, = —H— 00
Yn — Tn

1. On suppose dans cette question Vn € N, z,, < a < y,.

(a) Montrer que Vn € N, u,, est dans le segment défini par f(y;”‘z:f:(a) et f(mggif:(“).
(b) En déduire la limite de (uy)nen-

2. On suppose dans cette question qu'il existe a;, 3 € R tel que a < a < B et f € C'(Ja, B[, R).
Déterminer la limite de (uy,)pen.
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3. On pose Va > 1,
x%sin(l/z) x>0
LT
Ja {0 =0
(a) Montrer que Ya > 1, f, € D}(R4,R) et déterminer f/,(0).

(b) On pose Vn € N*, z,, = 5 et y,, = m. Donner une expression de la suite (u,,) associée en fonction
de n et a.

(c) Etudier la limite de (u,) en fonction de .

(d) Conclure sur le cas général.

Exercice 34 ([v]) :
Soit v €]0, 1. On pose Vn > 1, up = 37— 7=

1. A l'aide de I'lAF, montrer que

l—«

ka

Vk € N¥, <(k+ 1) -kl <

—
(k+ 1)«
2. En déduire un encadrement de kia pour tout k > 2.

3. En déduire un encadrement de u,, puis un équivalent de u,,.

4. Application : Donner un équivalent de > ;. ﬁ

Exercice 35 :
Une fonction f: I — R est dite holdérienne d'exposant a: > 0 s'il existe M € R vérifiant

Vo,y € | f(z) — fy)| < My — z|*

=

. Soit f: [a,b] — R de classe C'. Montrer que f est holdérienne d’exposant 1.
2. Démontrer que les fonctions holdérienne d'exposants > 1 sont constantes.

3. On considére f : x — zInx définie sur ]0, 1]. Montrer par I'absurde que f n'est pas holdérienne d’exposant 1 en
utilisant I'lAF et en introduisant y = 2x.

4. Soit o €]0,1[.
(a) Montrer que la fonction y +— y'~%(1 + |Iny|) est prolongeable par continuité en 0.
(b) En déduire que y — y'=%(1 + | Iny|) est bornée sur [0, 1] une fois prolongée.
(c) Montrer que Vz,y €]0, 1] avec z < y,

[f(y) — f(=)|

<y'"*(1+|In(y
ot (1 + 1n(y))

Indic : On utilisera In(1 + u) < u pour u > 0.

5. En déduire que f est holdérienne d'exposant a pour tout o €]0, 1].
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