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Interrogation 14
Limites, Continuité
Correction

Exercice 1 :

Donner les définitions ou énoncés précis suivants avec quantificateurs et rédaction :

1. Définition d'une fonction convergente en a € R.

Soit I C R, f:I = R, ac InR. Onditque f
converge en a si 3¢ € R tel que Ve > 0, dn > 0, Vx €
INfa—na+n,z#a = |f(zx)—¥ <e.

2. Définition de la continuité en un point.

Soit I CR, f:I—1R,ael. Onditque f estcontinue
enasiVe >0, In >0, Ve el |z—al <n =
|f(z) = fla)] <e.

3. Théoreme de la limite monotone.

Soit I C R, a = inf(I) € R et b = sup(l) € R,
f I — R.Si f est monotone sur I, alors f admet
des limites en a et en b. Dans le cas ou f est crois-
sante, on a lim,_,, f(z) = inf er f(x) et lim,p, f(x) =
sup,er f(2).

4. Caractérisation de Ia
continuités.

Soit I CR, f:I —R,acl. festcontinueen a ssi f

continuité par les semi-

est continue a droite et a gauche en a, ssi f(z) N (a)

T—a
r>a

et f(z) 5 fla).

Exercice 2 :
Soit la fonction

5. Définition d'une limite infinie en un point a € R.

Soit I C R,a e INR, f: 1 — R. On dit que f

diverge vers l'infini en a si VA > 0, dn > 0 tel que

Veelnla—na+n], x#a = f(x)> A

6. Caractérisation séquentielle de la continuité.

Soit I CR,ael, f:I— R. Alors f est continue en a

ssi V(un )nen € IN telle que v, —— a, f(u,) ———
n—+oo n—+oo

f(a).

7. Continuité d'une composée sur un intervalle.

Soit I,JCR, f:1—-R, g:J—=R.SifeC,R),

g €COUJ,R) et f(I) C J, alors go f € CO(I,R).

8. Borne d'une fonction a partir d'une borne de la limite.

Soit ] C R,ac I, f:1I— R Si3lcR tel que

f(zx) —2 letsia€ R tel que v < ¢, alors il existe

V' (a) un voisinage de a tel que Vo € INV (a), a < f(x).

fsz{1—\/£ z €[0,1]

In(z)

r>1
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Etudier la continuité de f sur son domaine de définition.

f est définie sur R.. Par ailleurs, f € C°([0, 1[,R). De plus, In € CO([1, +oo[, R}) et > /= € C°(R+,R), donc,
par composition f € CO([1, +oo[, R). Il reste 3 étudier le point de raccordement.
Or f(1) = \/In(1) = 0 et f est continue a droite en 1. De plus, 1 — \/x —7 0 = f(1). Donc f est continue a
T—

gauche en 1. Donc, par caractérisation de la continuité par les demi-continuités, f est continue en 1.
Finalement, f € C°(R.,R).



