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C06 Cours - Caractériser le mouvement d'un solide par un torseur

CPGE 1" année

Objectifs

Utiliser des démarches et des méthodes permettant de décrire et de
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C06 Cours - Caractériser le mouvement d'un solide par un torseur CPGE 1 année

| Objectifs

En robotique, en plus de la position, la vitesse est contrélée par
les chaines fonctionnelles.

L’objectif de ce cours est de définir des démarches et
méthodes permettant de caractériser et piloter la
cinématique de solides indéformables.

I Déterminer la vitesse d’un point d’un solide

L’'objectif de ce chapitre est de calculer une vitesse d’un point par la cinématique du solide, puis
d’obtenir I'’équation couplant les parameétres afin de contraindre sa norme ou sa direction.

.1 Rappels de cinématique du point : vitesse et dérivée temporelle d’un vecteur

Le vecteur vitesse du point M, par rapport au solide de
¥ B, est la base de référence associé a Ry(0p,By), est la dérivée T ’V’/* z,
dérivation, pas la base temporelle d’un vecteur position de M dans Bo *):
d’expression du vecteur !
— damMm| . )
Vm/o = si Q est fixe dans Ro.
Le vecteur vitesse est tangent a la trajectoire Twyo.
(1) Et par dérivation du ) . 1 O, ~
vecteur vitesse on obtient La norme s’exprime en m.s™. X, . N
le vecteur accélération. Q fixe dans R,
Dérivée temporelle d’un vecteur par rapport a une base
Par définition, la dérivée temporelle d’un vecteur U par rapport a une base
(2) si la définition est & By(Xg,Yo,Zg) a pour coordonnées dans B les dérivées des coordonnées de U dansBo:
connaitre, nous ne
Vutiliserons pas pour R R R R d ult) dx(t) . dy(t) . dz(t) .
déterminer vitesses et si U =x(t) Xg +y(t) yo + 2(t) Zy alors I = Xo + Yo+ Zy @
accélérations ! t o dt dt dt

Dans ces notations, I'indice 0 fait référence au référentiel 0, au repere Ro ou a la base B suivant le contexte.

Conséquences :

e Un vecteur u est fixe dans une base B;
< les coordonnées de U dans B; sont constantes (indépendantes de t)

o 24 5
dt |;

e Les vecteurs unitaires d’une base sont fixes dans cette base !
d X;

Soit la base B:(X;,y:,Z;), ——
1 I ! I dt

=0

i

_4%
;o dt

k]
. dt

Par exemple, les coordonnées des vecteur unitaires d’une base B;, exprimées dans cette méme base
sont : ’7:‘(110’0)& , )7,-(0,1,0)3/, ) E,(O,O,l)Bl_ . Les coordonnées sont bien des constantes indépendantes du

temps.

e Un point M est fixe dans (0)

< les coordonnées dans B, d’'un vecteur position de M dans R; sont
constantes (indépendantes du temps)
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Application : déterminer Vg,

Vecteur position de B dans (1) : TB:/l(t))?l

:d/l(t);(l+/ut)dx
1 dt N

_ d A(t)x
Vo ="y '

:ﬂ.)?l

1.2 Vecteur vitesse angulaire

Le vecteur vitesse angulaire caractérise la rotation d’une base par rapport a une autre, et donc la
rotation d’un solide par rapport a un autre. Sa norme est homogeéne a du rad/s.

Si une base (2) est en rotation plane de direction Z , d’angle «(t), par rapport a la base
(1), le vecteur vitesse angulaire s’écrit :
On pose aussi @/, (t) = c(t)
Composition des vecteurs vitesse angulaire : 523/1 = ﬁ3/2 3 fzz/l
Application : sur les angles d’Euler
Al- Compléterles I Y1 Z3 Z,=12, Ya V3
figures avec les
g . y 0
vecteurs vitesse P - 5
angulaire. 2 Y3 7 4
- - l// )_(1 _ o )72 _ - XZ - X3
21 = ZZ XZ X3 23 24
Qn=v7 Q3 =0X, Qu;3=0723
A2 - Déterminer le vecteur vitesse angulaire de 4/1.
Par composition des vecteurs vitesse angulaire : Qg1 =Qy/3+Q3/) +Qy )1 =y 21 +0 X + 9 2,
Page 4 sur 14 19/12/2023
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C06 Cours - Caractériser le mouvement d'un solide par un torseur CPGE 1 année

II.3  Vitesse en un point d’un solide indéformable

Considérons deux solides indéformables avec leurs repéres
liés, (2) et (1), et un point A, fixe ou mobile par rapport aux
deux solides.

A chaque instant t, considérons le point A’ fixe dans (2)
coincidant avec le point A a cet instant.

Par définition, on note : \72/1 (A)= \7A,/1 , « vitesse de (2) para

rapporta (1) en A ». A

On note aussi : \7,462/1 « vitesse du point A appartenant a (2)
par rapport a (1) »

Dans le cas général, \72/1(A) n’est pas la vitesse du point A par

rapporta(1). Il s’agit de la vitesse du point fixe dans (2), on dit aussi Solide 1

« appartenant a (2) », qui a la méme position que A a l'instant
considéré. Entre 2 instants, ce point peut changer.

Relation de Varignon et passage de la cinématique du point a la cinématique du solide

Y% Démonstration en L’hypothese d’indéformabilité permet de montrer les relations suivantes pour tout mouvement de (2),
annexe indéformable, par rapporta (1) :
Relation de Varignon : Vo 1(B)=Vs1(A)+BAAGY,

Cinématique du point / cinématique du solide :

Vy/1(A) =V, si A fixe dans (2)

sinon \72/1(A)=‘7A/1 _VA/Z

Dans la relation de Varignon, le vecteur vitesse angulaire est celui associé aux bases liées aux solides
(1) et (2), nul si les bases sont fixes I'une par rapport a I'autre (cas des translations).

Vitesse en un point d’un solide en rotation par rapport a un autre

Soit un solide (2) en liaison pivot ou en rotation d’axe (A,u) par rapport a un solide (1).

En A ou en tout point P de I'axe de rotation, \72/1(A) = \72/1(P) =0

Calcul de \72/1(3) par la relation de Varignon en utilisant un point de I’axe.

Si I'on note H le projeté orthogonal de B sur I'axe de rotation.

Le résultat \72/1 (B) a les propriétés suivantes :
. "\72/1(3)" = r|a)2/1| avec r =HB la distance entre B et |'axe de rotation , « V=Rw »

° \72/1(3) est perpendiculaire au rayon HB et a I'axe de rotation.

Sciences industrielles de I'ingénieur Page 5 sur 14 19/12/2023



C06 Cours - Caractériser le mouvement d'un solide par un torseur CPGE 1 année

Démonstration :

Soit H le projeté orthogonal de B sur I'axe (A,u) .

On note r la distance de B a la droite (A,d) : r :"H—B" .

En posant HB=rv ,on peut écrire : AB=AHU+rv .

(2) en liaison pivot d’axe (A,u) par rapporta (1)

d'0ll Vo1 (B)=Vh/1(A)+BAA @, i =—(AH U + V) A @yl
| S
=0
=—AHwy Unu—rap,vau
0

=ray UAv
Par le produit vectoriel, le vecteur vitesse est bien perpendiculaire a I'axe et au « rayon » et d’intensité
proportionnelle a la distance a I'axe r.

Vitesse en un point d’un solide en translation a trajectoire rectiligne par rapport a un autre

Soit un solide (2) en liaison glissiére ou en translation a trajectoire rectiligne de direction x; par
rapport a un solide (1), paramétrée par la distance x(t).

Le vecteur rotation de 2/1 est nul.

d x(t)%,
dt

_dxto,

Toutes les vitesses sont identiques : VA, V ; (A)=V,/1(0,) = g
1

Démonstration :

Vy/1(0;) =Vp, /1 car O, fixe dans (2)

_d0,0,| dx(t)x
dt | dt |y
_dx(t) Xp + x(t)L sl
dt dt |,
[E—]
5
_dxt),
dt

De plus, Vy/1(A)=V51(0,)+A0; A1 =Vh/1(05)+ A0, AD =V} (05)

Tous les vecteurs vitesses des points fixes de (2) sont identiques.

1.4 Composition des vecteurs vitesses

Soit un point P en mouvement par rapport a un solide (1) lui-
méme en mouvement par rapport a un solide (0).

Relation de composition des vitesses en un méme
point :

Va/0(P)=Vs1(P)+Vi/0(P) Solide 2

Conséquence : \72/1(P)=—\71/2(P)

Solide 1

Cette relation de composition des vecteurs vitesse se généralise a
n solides : Solide 0

Vn/O(P):Vn/n—l(P)+"'+‘71/O(P)
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I.5 Démarche de détermination des vecteurs vitesse en un point d’un solide

Principe : calculer la vitesse d’un point par la cinématique du solide en sommant les
vitesses induites par les mouvements dans les liaisons intermédiaires.

. Dans tous les cas, on s’attachera a :
(1) On se contentera juste

d’exprimer le résultat ° laisser le résultat dans des bases différentes);
dans I'ordre croissant des 1
bases puis dans I'ordre . vérifier que le résultat est bien homogéne a une vitesse linéaire (m-s ).
croissant des vecteurs
unitaires :
Vojr(p)=+-%1 ++ Y1 Exemple :

Yy terZy +o B est fixe dans le solide (2).

On recherche V, 4(B).

Composition des vecteurs vitesse :
Va/0(B) = Va1 (B) +Vi /0 (B)

Si mouvement relatif de rotation Si mouvement relatif de translation
Varignon a partir d’'un point de l'axe de 1) Rechercher le point controlé par le
rotation. parameétre de position

— . = — 2) Utiliser I'égalité des vitesses (Varignon) ;
V2/1(B) _MA/)+BA A 3) puis la cinématique du point (ou Varignon)
avec A sur I'axe de rotation de 2/1 V0 (B)=Vy/0(A) 2)
_ d OA
=Vap=—- 6
dt 0

avec A fixe dans (1) et O fixe dans (0)

La relation de Varignon permet aussi d’utiliser un résultat intermédiaire connu.

En un point d’une liaison pivot, on peut « passer d’'une piéce a I'autre ».
Cf deuxiéme application ci-dessous.

Exemple élémentaire 1 : cas d’'un mouvement de rotation. Déterminer \73/0.

Onnote O=w eton suppose w>0. ~ V]
1/0 mouvement de rotation et B fixe dans (1). N
= d'ou \73/0 2\71/0(3) r

0 :YHO’tA/)"'Eq’/\ﬁl/O

o(t X, =0-r¥ AwZ =rwy,

Q -07 On obtient : \73/0 =rwy; . Vecteur vitesse perpendiculaire au rayon AB

et proportionnel (en norme) a la longueur du rayon et a la vitesse
angulaire.
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C06 Cours - Caractériser le mouvement d'un solide par un torseur CPGE 1 année

Exemple élémentaire 2 : cas d’un mouvement de translation. Déterminer \71/0(C).

Onnote A=v avec ﬁ:ﬂf(o et on suppose v>0.

d'ou \71/0(C) = ‘71/0 (B)

.

1/0 mouvement de translation. y°T M)
1
I
i

. dAB

d Alt) %,
By A d
BI0O™ gt

dt

=AXg=VXgy

0 0

Vecteur vitesse colinéaire a la direction de la liaison glissiere.

Application : bras manipulateur. Déterminer \73/0.
Vi/o =V40(B) car B fixe dans (2)
=V5 1 (B)+ V4 /o(B)
e  2/1 mouvement de translation
Va1(B)=Vay1 = a jtxl . A%y
e 1/0 mouvement de rotation

Vi/o(B)=Vao(A)+BAACQY )
=0-A% A0Z =10y,

d'ou: Vo =A% +10y;, relation homogéne a m.s.

Application : le mécanisme en parallélogramme impose un mouvement de translation a trajectoire
circulaire a (2) par rapport a (0). Déterminer V;(B) et V3 0(C) .

On pose /TB=R)?1 et R=af(o—b)70.0n suppose ®w=0<0.

1/0 mouvement de rotation

Va/0(B) = VargtB) + Vi o(B)

= 41/0(A)+ﬁ/\§—21/0

0-RX, A®Z; =Ry,

2/0 mouvement de translation (B est le point contrélé)

= Va41(8) + Vi o(B)

2\71/0(B)

=Ra))71

Dans ce deuxieme cas, c’est la relation de Varignon qui est utilisée, pas la dérivée d’un vecteur position.

On remarque que \72/0(6):\72/0(3) , propriété liée au mouvement de translation : les vitesses des points d’un
solide en translation par rapport a un autre sont identiques.
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Il Contraindre la cinématique d’un solide

ll.L1  Champ des vecteurs vitesse et torseur cinématique

Un champ ?

Un champ est une application qui, a tout point d'un domaine géométrique, associe une
grandeur physique. Les champs permettent de caractériser I’état du systéeme étudié.

Sont ainsi définis des champs des pressions (grandeur scalaire), des températures (scalaire), des

déplacements (vectoriel), de champ magnétique (vectoriel)...

Température moyenne annuelle 5.

.

Waleurs en C*
M -
B - t0a
[ <na
B <2s
-z 5 "
B o mherpo\a!lun

a 200 km
—

Temgp (Hebvin)
3797002

3 7E5e+002

3 TERe+002

C L 3754es002
. 3740&+002

37 25e+002

3 T1es002
3 E9Ger002
3 652e+002
3 EESe+002
3553e+002
3 639e+002
3 E24=+002

Champ des températures en moyenne annuelle pour la France (géométrie plane) et champ des températures
stabilisées d'une carte électronique (géométrie 3D)

52°N

Champ de vecteurs : application d'un espace affine
de dimension 3 (ou 2 pour une géométrie plane),
dans I'espace vectoriel associé

50°N

Pe ELM(P) cE

48°N

En tout point P du domaine d'étude est associé un ..
vecteur M(P).

28/02/2010 a 4h (heure |égale)

az'n
10°W aw

W W W

2’E

Vecteurs vitesse du vent lors de la tempéte Xynthia

Champ des vecteurs vitesse d’un solide indéformable

(2) un point ’"ajé”'e’ p Le champ des vecteurs vitesse d'un solide (2) par rapport a un solide (1) est I'ensemble
représente un élément de . . . . .
fas ) des vecteurs vitesses des points fixes du solide (2) par rapport au solide (1).
matiére suffisamment
petit. Un point matériel Ces points peuvent étre matériels'Y), ou non.

est donc, par définition,
fixe dans le repére lié d’un
solide indéformable.

PeE——Vy(P)

Torseur cinématique

Si un champ vectoriel vérifie une relation identique a la relation de Varignon, soit s'il existe un vecteur

R tel que VA,B, Vg =V, +BAAR, ce champ est appelé torseur. R est la résultante.

(2) On trouvera aussi les Le champ des vecteurs vitesses d’un solide indéformable (2) par rapport a (1) est appelé
notations : /1, torseur cinématique de (2) par rapport a (1), noté® :
V2/1), {vi2/1)} {Vz /1}
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.2

(1) les points de I'axe de
rotation sont fixes dans
les 2 piéces.

I fixe dans (2) :
Von=Vipy
I fixe dans (1) :
‘7//1 =0

doir Vy1(1)=0

CPGE 1" année

entierement défini par :

e |e vecteur vitesse angulaire de (2) / (1) (résultante cinématique)

e lavitesse en un pointde (2) / (1)

e le point auquel la vitesse est connue, point quelconque mais défini.
Qo

d’ou la notation : {VZ/l} = 9

Grace a la relation de Varignon, le torseur cinématique de (2) par rapport a (1) est

Champ des vecteurs vitesse d’un solide en rotation plane

Les résultats sont une conséquence directe du chapitre Il.

@1 U
cinématique s’écrit : {Vz/l}: {6 &
A

Propriétés :
e en tout point / de I’axe de rotation, la vitesse relative est nulle), \72/1(1) =0

o les vecteurs vitesses sont perpendiculaires aux « rayons » et a |’axe de rotation

angulaire. Si M est a une distance r de I'axe : “E(M)” =r |a;2/1|

Soit un solide (2) en rotation d’axe (A,u) par rapport a un solide (1), le torseur

o lintensité des vecteurs vitesse est proportionnelle a |a distance a I'axe et a la vitesse

aramétrée par un angle «(t), le torseur cinématique s’écrit :
p

3, 5 (2)
e
A

(1)

Si un ensemble (2) est en liaison pivot d'axe (A,x) par rapport 3 un ensemble (1),

<

Champ des vecteurs vitesses
de la turbine par rapport au socle de I’hélice (2) par rapport au fuselage (1)
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lIl.3 Champ des vecteurs vitesse d’un solide en translation

Soit un solide (2) en translation de direction u par rapport a un solide (1), le torseur
(1) la relation de Varignon 6
donne : VA,B, cinématique s’écrit : {Vz/l} = -
Vo U
_ ~ — | 2/1
VBe2/1 =Vaca/1 +BAN Dy )y L
5 Propriétés :
=Vaernt e le champ des vitesses est uniforme”, colinéaire a la direction du mouvement :
Le champ est uniforme VM, V2/1(M) =Vo51 u
(méme valeur en tout
point). e le vecteur vitesse angulaire est nul : Q,/; = 0

Si un ensemble (2) est en liaison glissiére de direction x par rapport a un ensemble (1),
paramétrée par la distance A(t), le torseur cinématique s’écrit :
= % @

- {5, T

(1)

Champ des vecteurs vitesses du fuselage (1) par rapport au sol (0)
pour un mouvement de translation de direction X,

lll.4 Déterminer et contraindre le torseur cinématique d’un solide

Démarche pour déterminer {V3/0} directement :

si (3) est en liaison pivot ou glissiére par rapport a (0), poser le résultat directement
sinon :
— déterminer le vecteur vitesse angulaire par composition :

fz3/0 = Q3/2 + Q2/1 + é1/o

— rechercher un point fixe de (3), le « plus proche » possible de la référence.
Déterminer la vitesse en ce point.

Soit un mouvement particulier défini par un torseur {V3/0 imposé} .

Soit {V3/o} déterminé en fonction des parameétres de position et de leurs dérivées.

La contrainte sur le mouvement d’un solide (3)/(0) s’écrit : {V3/0} = {V3/0 imposé}
Cette équation donne 2 équations vectorielles :

e égalité des vecteurs vitesse angulaire : f)3/0 = é3/0imposé

e égalité des vecteurs vitesse en un méme point, a choisir : \7363/0 = \7363/0 imposé

Soit 6 équations scalaires en tout.
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lll.L5 Composition des torseurs cinématiques

La relation de composition des torseurs cinématiques se déduit des relations de composition des
vecteurs vitesses et des vecteurs vitesses angulaires.

Relation de composition des torseurs cinématiques dans le cas de n solides :

WVaro) ={Vasnaf++{¥y0]

La résultante est la somme des résultantes et la vitesse est la somme des vitesses en
un méme point.

Conséquence : {Vz/l} =—{V1/2}

Composition des champs des vitesses de 2/1,1/0 et 2/0 : {Vz/o} = {Vz/l} +{V1/O}
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Quelques démonstrations

Les démonstrations s’appuient sur la formule de Bour, formule qui permet de changer la base de dérivation d’un

_du
o dt
La démonstration de cette formule, qui permet aussi de définir le vecteur rotation et la relation de composition
des vecteurs rotation, est donnée dans un document complémentaire.

du
vecteur: —
dt

+Ql/0 AU .
1

Relation de Varignon
Considérons un point A, fixe ou mobile par rapport a deux solides indéformables (1) et (0), chacun associé a son
repere lié, d’origines respectives Oy et O .

Considérons le point A’, fixe dans (1), coincidant avec A, a 'instant t.

Par définition, |V /o(A) =V, /o|= d OOO;: OA ‘ _a Z(;Ol 4 ZiA |
0 0

o

d 0,0 ~
La premiere dérivée est la vitesse de I'origine O; par rapporta (0) : the =Vo,/0
0
d oA d oA ~ —

En changeant la base de dérivation, la deuxiéme dérivée donne : ——— :T: +Qy /0 NOJA".

0 1

d oA — =
Par définition A" est fixe dans (1), d’ou T; =Vp1=0.
1

Toujours par définition, A" est coincidant avec A: 0;A'=0;A .

On obtient ainsi une autre définition du vecteur vitesse en A : ‘\71/0(A) =Vp, /0 +AO; /\Ql/o‘

De méme, pour un point B : V; /o(B)=Vp, /0 +BOy AQy /g
La soustraction des deux expressions donne : V; q(B) -V} /o(A) :%+BT)1 A0 = Vorfo ~AO; Ay g

=(TQ—,TQ)AQ1/O :ﬁAél/O

soit : [V /0(B)=V;/0(A)+BAACY 14|, relation de Varignon.

Cinématique du solide / cinématique du point

En suivant la méme démarche :
, _dOA|l _d00,+0A| _d0o0;| dOAl dO,A
VA/O = = = + =V,
dt o dt lo dt lo dt o

do,A

40

La formule de Bour permet d’écrire : ™
0

+0Q1 /0 AOLA=Vy 1 +Qy 1o ANOJA=V, 1 + A0 AQY g
1
En remplagant, on obtient : Vs =Vp, /o +Va/1 +A0; AQy g (i)
:VA/l +\701/0 +A01 /\Ql/o

Or, dans la démonstration précédente, nous avons trouvé : \71/0(A) = \701/0 +A0; /\Ql/O'

En remplagant dans (i), on obtient : Vo =Vj/1 +V40(A) , soit : V; ;o(A) =V 0 —Va/1

On retrouve la condition de passage de la cinématique du solide a la cinématique du point :

VijolA)=Vyg si V)1 =0, Cest-a-dire, si A fixe dans (1).
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C06 Cours - Caractériser le mouvement d'un solide par un torseur CPGE 1 année

Savoirs

Je connais :

OooOoooo

Je sais :

oo O oOoao

les particularités du champ des vitesses associés a une translation

les particularités du champ des vitesses associés a une rotation

la relation de Varignon

les relations de composition des vecteurs vitesse et vecteurs vitesse angulaire

la relation de composition des torseurs cinématiques

les démarches de calcul des vitesses et de détermination des torseurs cinématiques

Savoir-faire

réaliser le produit vectoriel entre deux vecteurs unitaires
exprimer un vecteur vitesse angulaire
déterminer le vecteur vitesse d’un point d’un solide

déterminer le vecteur vitesse en un point d'un solide en rotation ou en translation par rapport
a un autre

déterminer le torseur cinématique d'un solide en rotation ou translation

déterminer les relations scalaires associées a une contrainte sur une trajectoire, une vitesse
ou un mouvement

https://www.s2i-chateaubriand-joliotcurie.net
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